Ты 


не 





хе те (\ у 


Ш: 
ВЕНЕ 























И.В. ШАДРИНА 


ОБУЧЕНИЕ МАТЕМАТИКЕ 
В НАЧАЛЬНЫХ ВЛАССАХ 


Пособие для учителей, 
родителей, студентов педвузов 


(ПИСАНО 












Г ЕИБЛИО ЕЦ 



























«Начальная школа: воспитание и обучение. 
ие к журналу «Дошкольник. Младший школьник». 
Выпуск 32 


П полугодие 2002 г. 


к СМИ зарегистрировано МПТР РФ, 
свид. о рег. ПИ № 11713 от 30.01.02 г. 


| Шадрина И.В. 

6 Обучение математике в начальных классах. — М.: Школьная Прес- 
са, 2003. — 144 с. («Начальная школа: воспитание и обучение. При- 
ложение к журналу «Дошкольник. Младший школьник». Выш. 32) 


15ВМ 5-9219-0171-7 


В пособии курс математики начальной школы рассматривается как органическая 
часть общего р зы образования. Поэтому прежде чем обсуждать вопрос, 


как обучать ге младших школьников, необходимо выяснить, зачем надо учить 
математике в школе и в частности в начальной школе. 
Пособие предназначено для учителей математики начальной школы, а также роди- 
телей и ентов педвузов. 
студе педвузо! 
5, 


ББК 22.1 
Охраняется Законом РФ об авторском праве. Запрещается воспроизведение всей 


книги или ее части без письменного разрешения издателя. Любая попытка нарушения 
ый закона будет преследоваться в судебном порядке 


15ВМ 5-9219-0171-7 © Шадрина И.В.., 2003 


© Издательство «Школьная Пресса», 2008 








ИБ № 171 
ЛР № 066828 от 23.08.99 


Подписано в печать 22.11.02 
Формат 70х 100/16. 
Гарнитура МемВазКегуШесС. 
Печать офс. Бумага газ. 
ч. изд. л. 5,74. Усл. печ. л. 7,8. 
раж 5000 экз. С 171. Заказ № 4840 


Издательство «Школьная Пресса» 
7254, Москва, ул. Руставели, д. 10, корп. $ 
„, факс: (095) 219-52-89, 219-52-97 


Отпечатано на Ордена Трудового ‹ 
ого Знамени 

‹ий полиграфический комбинат 
тва Российской Федерации 








Литература 


'Адамар Ж. Исследование психологии изобретения в области математики. — М., 1970. 

Верные Ж. Ребенок, математика и реальность. — М., 1998. 

Величковский Б.М., Капица М.С. Психологические проблемы изучения интеллекта 
// Интеллектуальные процессы и их моделирование. — М., 1987. 

Гнеденко Б.В. О математике. — М., 9000. 


Гнеденко Б.В., Черкасов Р.С. О преподавании математики в предстоящем тысячеле- 
тии // Математика в школе. — 1966. — № 1. 


‚Давыдов В.В. Виды обобщения в обучении. — М.; 1979. 

Мерзон А.Е., Добротворский А.С., Чекин А.Л. Пособие по математике для студентов 
факультетов начальных классов. — М., 1988. | 

Папи Ф., Папи Ж. Дети и графы. - М., 1974. 
Папи Ж. Геометрия в современном преподавании // Математика в школе. — 1967. — 


№1. 


Пиаже Ж. Структуры математические и операторные структуры мышления // 
Преподавание математики. — М., 1960. ан 

Пиаже Ж. Как дети образуют математические понятия // Вопросы психологии. 
1966. — № 4. 

Пойа Д. Как решать задачу. — М., 1961. 

Стойлова Л.П. Математика. — М., 2000. 

Чуприкова Н.И. Умственное развитие и обучение. — М., 1995 


Оглавление 


Введение. Общая характеристика познавательной деятельности 
младших школьников в процессе обучения математике ...................З 


Тлава [. ОБУЧЕНИЕ АРИФМЕТИКЕ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 


$ 1. Дочисловой период в обучении математике.............. линии 8 
$2. Раскрытие смысла понятия «количественное число» ............ 19 
5 3. Раскрытие смысла понятия «порядковое число» 
$4. Число как мера величины 
$5. Принципы построения позиционной 

системы счисления 
$6. Обучение нумерации натуральных чисел. 
$7. Свойства арифметических действий и их изучение 

в начальной школе 
$8. Текстовые арифметические задачи .. 















Глава И. ЭЛЕМЕНТЫ АЛГЕБРЫ И ГЕОМЕТРИИ 
В КУРСЕ МАТЕМАТИКИ НАЧАЛЬНЫХ КЛАССОВ 


$ 1. Тождественные преобразования 
арифметических выражений...........еенелеенеиенеининннни 127 
$2. Способы решения уравнений ..........лененнининненинненнннн, 131 


$ 3. Принципы построения системы обучения 
младших школьников элементам геометрии .......................... 139 



















Иа е. о 





и- В 
а 
ра познавательной деятельности 
т школьников в процессе обучения математике 
и АВ данном. пособии курс математики начальной школы рассматривает- 


ся как органическая часть общего математического образования. Поэто- 
му прежде чем обсуждать вопрос, как обучать математике младших школь- 
:й _ ников, необходимо выяснить, зачем надо учить математике в школе и в 
тности в начальной школе. Поиск ответа на вопрос «зачем?» может, 
_по крайней мере, идти в двух направлениях: каково значение математи- 
кого образования для общества в целом и каково его значение для 
каждого человека в отдельности. 

циальная значимость математического образования достаточно оче- 
на. Математика во все времена имела бесспорное культурное и практи- 











современного общества математическое знание как непре- 
гость должно передаваться следующим поколениям. 

‘стороны, ‚ «математическое образование есть благо, на которое 
| иире, человеческое существо»'. В чем же состоит это благо? 
ение математики формирует культуру мышления, ко- 














льных характеристик. Изучение математики явля- 
дством, о развитию когнитивных 
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развитии интеллекта, но и в формировании характера. В то 
интеллектуальные достижения, неизбежные в процессе изуче- 
ки, приносят удовлетворение и гордость, способствуют уве- 
р осознанию собственной самоценности. Все это возмож- 
ько если освоение математики проходит успешно. Таким образом, 
а методики найти такие пути обучения, при которых все учащиеся 
О, шно ис увлечением постигают математику, познают свои способно- 
_ СТИ, которые, как правило, достаточно велики. 
_ Искомые пути могут быть выявлены на основе анализа процесса обу- 
чения математике с двух разных, но взаимосвязанных точек зрения: с 
помощью углубленного анализа содержания обучения и, вместе с тем, с 
помощью анализа особенностей познавательной деятельности младших 
школьников в процессе усвоения математического знания. 

Анализ содержания математического образования в начальных клас- 
сах бу ‚Дан в следующих главах, рассматривающих частные вопросы 

ето, . Во введении же мы рассмотрим условия организации позна- 
вательной деятельности младших школьников, при которых усвоение ма- 
тематики может быть наиболее успешным. 

_ Познавательная деятельность детей в области математики может быть 
организована двумя способами: либо как деятельность по усвоению «го- 
тового» знания, либо как деятельность по «открытию» нового знания са- 
мим ребенком. В первом случае процесс обучения обеспечивает, главным 

м образом, овладение умением производить вычисления и решать тексто- 
вые задачи определенных видов, а также минимумом обязательных зна- 
ний для того, чтобы продолжить обучение в основной школе. Иными 
‚и, обеспечивает достижение прагматической и специальной це- 


т Н об 8 я. 

втором случае в процессе изучения математики ребенок овладева- 
ко горыми навыками самостоятельного мышления, целым спектром 
льных действий и операций: перцептивных, мнемических, ин- 
(х В этом случае обучение математике направлено на оз- 
я с математическим методом познания, на развитие 
‚ры. При этом математические знания возникают как 
собственного поиска, что ведет к пониманию изучае- 





помнить, что математическое знание име- 
‘т.е. возникает в процессе решения впол- 
ач. Процесс решения таких задач тре- 
в которых возникла задача, что, в 
ных инвариантных характе- 

й и формулированию правил 
льнейшем выделенные ин- 
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2л воды и9л спирта, не получим 4 - х литров смеси. Следовательно, 


ы. ‚ Кконструируется модель целого класса реальных явлений и появляется воз- 
ж можность анализировать саму модель, независимо от тех ситуаций и яв- 
м, лений, в процессе анализа которых она возникла. При этом частично 
<Я проверяется адекватность построенной модели, а отчасти выводятся 
го- следствия, которые не могут быть непосредственно усмотрены. Здесь до- 
Ь минирующим мотивом поиска выступает не столько практическая необ- 
у ходимость, сколько научная любознательность, а изучаемая модель полу- 
чает статус теории. Таким образом, «математика представляет собой 
стройную и глубокую совокупность знаний о математических моделях со 
х своими проблемами, с собственными путями развития, обусловленными 
внутренними и внешними причинами и задачами». 
С Приведенная краткая схема генезиса математического знания позво- 
Ы ляет заметить, что организация познавательной деятельности младших 
К школьников должна ориентироваться на обучение построению матема- 
а- тических моделей реальных, доступных наблюдению детей явлений так, 
чтобы обеспечить понимание сложных взаимосвязей математического 
ь знания, в первую очередь его содержательных аспектов. Для того, что- 
> бы наблюдаемые закономерности и отношения могли стать объектом изу- 
т. чения, нужно описать их знаково-символическими средствами. Причем 
чем больше способов описания одного и того же изучаемого знания бу- 
дет рассмотрено в процессе обучения, тем глубже и полнее достижимо 
понимание. В процессе обучения, так же как ив процессе становления и 


развития математики, в качестве знаково-символических средств исполь- 
зуются предметные, вербальные, графические и специальные формали- 
зованные способы описания. 

_ Употребление специальных символов — важнейшая черта математики. 
| ИХх роль в математике так велика, что один из крупнейших специалистов 
в области математической логики В.А.Успенский характеризует матема- 
тику как язык для описания фактов и методов самых различных облас- 
тей науки и практической деятельности. В отличие от естественного, ма- 
тематический язык доносит идеи и факты в однозначном, не допускаю- 
о Е рихеиня виде. Он краток и вполне определен, так как лишние 
екают внимание от основного. При этом математическая сим- 
едой не оставляет места для неточностей выражения мыс- 

| ‚автоматизировать действия, необходимые для полу- 

3. С другой стороны, математическая символика позволя- 
‚ сжатой и легко обозримой форме. Но собственно 
ак же как и естественный, обладает лишь огра- 
Чтобы понять ход мысли только математи- 
и тажючно: В полной мере сила есте- 
является при их совместном ис 

› неисчерпаемым богатством воз- 





























































И в 


о 3 первых языков, отделившимся от естественного, была пози- 
} ционная система записи чисел. Ее фундаментальное преимущество в том, 
что арифметические операции над позиционными записями могут вы- 
полняться алгоритмически. Именно этот язык является одним из глав- 
ных предметов изучения в начальной школе. Но овладение математиче- 
ским языком как необходимым условием овладения математикой возмож- 
но лишь тогда, когда математические объекты тем или иным образом 
представлены в мышлении. Даже такое утверждение как 2 + 3 = 5 только 
В том случае может быть осмысленно высказано, если его семантика име- 
ет независимое от данной записи представление в мышлении. 

Отсюда следует, что обучение математике младших школьников тре- 
бует также обращения к представлениям о сущности познавательной де- 
ятельности в психологии. Современная когнитивная психология рассма- 





тривает познание как «конструктивную активность, направленную на со- 
здание внутренних описаний (репрезентаций) окружения и их преобра- 
зование в соответствии с требованиями задачи»'. Это значит, что позна- 
ние всегда целенаправленно: имеет конструктивный характер, так как 
объекты познания «конструируются» в сознании, и, кроме того, сконст- 
руированные представления подвергаются мысленным преобразовани- 
д ям, которые определяются выбором стратегии поиска решения. 
Хх Экспериментальные данные, накопленные психологами, свидетельст- 
$ вуют о высокой специализации познавательных процессов в различных 
у семантических областях. Познание математики имеет ярко выраженную 
специфику, связанную с тем, что математические объекты, являясь, с од- 
ной стороны, отражением объективной реальности, а с другой, — лишь 


мыслимой непредметной сущностью, которая объективируется в неко- 
торой знаково-символической системе. При этом существенным элемен- 
том, способствующим гибкости познавательных стратегий, служит по- 
движное соотношение аналитико-вербальных и наглядно-образных спо- 
собов описания, предположительно связанное с балансом активности 
левого и правого полушарий мозга. 

Итак, методы обучения математике должны побуждать учеников к ак- 
тивным познавательным действиям. В начальной школе это прежде все- 
го означает применение специальных дидактических средств, с которы- 
ми ребенок может действовать сам, преобразуя их не только мысленно, 
но и непосредственно руками. В познавательном процессе такие дидак- 
тические средства имеют двоякую функцию: а) обеспечивают многосто- 
‘ронность восприятия, включая моторику и, соответственно, мышечное 
чувство; 6) служат разными способами наглядно-образного описания, со- 

 здавая опору для описания вербального, а затем и описания символичес- 
_ кими средствами математического языка. При этом процесс построения 
° (конструктивная деятельность) математической модели становится мно- 
б _ гоступенчатым, а математика — живым знанием, возникающим в процес- 
ктивных познавательных действий самого ребенка. 

ра К 

'Б.М., Капица М.С. Психологические проблемы изучения интеллекта // Интеллекту- 
моделирование. —М., 1987. — С. 125. 
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, Знание механизма порождения математического объекта и, следователь- 










вы. но, процедур, в которых выявляются его важнейшие свойства, является 
лав. обязательным условием понимания содержательных компонентов матема- 
ТЧе. тики и предпосылкой осмысленного применения формальных средств. 
ож. Организация поиска решения познавательной задачи в процессе обу- 
зом чения на эвристической основе требует использования диалога, который 
ЬКо предполагает выявление истины, ее поиск и становление, а не предъяв- 
Ме. ление готового результата. При этом эффективность поиска в диалоге 
существенно зависит от употребляемых средств выражения, создания 
ре: широких контекстов с привлечением всего имеющегося у учащихся опы- 
де: та, включения нового знания в структуру их представлений, что предпо- 
ма лагает применение метафорических средств и их постепенное вытесне- 
са ние в процессе построения точного знания. 
ра- Изучение математики не может быть успешным, если дети не имеют 
на- возможности убедиться в достоверности математических утверждений. 
‘ак Единственным способом доказательства в математике является последо- 
вательное правильно расчлененное логическое рассуждение. Но такое 
С умение с трудом приобретается и поэтому использование доказательных 
ее рассуждений в начальном обучении математике весьма ограничено. До- 
стоверность частных утверждений у: обучении младших школьников мо- 
ст жет и должна проверяться эмпирически. Например, правильность ариф- 
1х метических равенств проверяется соответствующими предметными дей- 
’Ю ствиями. Геометрически наглядное представление арифметических дей- 
›Д- ствий позволяет, например, высказать догадку о независимости резуль- 
ць тата сложения от порядка слагаемых, затем проверить ее вычисления- 
о- ми. Подобные действия являются, по существу, и первыми шагами к ов- 
н- ‘ладению искусством логических умозаключений. В то же время, «и сей- 
о- час, как во времена Евклида, математическое доказательство продолжа- 
о- ет оставаться не более чем убедительным рассуждением, которое в со- 
" ‘стоянии убедить нас настолько, что мы становимся готовы убеждать с 
его помощью других»". 
Ч ° Таким образом, обучение младших школьников математике предпола- 
; ‘выполнение следующих условий: 
я пору на конструктивную деятельность по выявлению и преобразо- 
ы математических моделей; 


ие изучаемого знания различными способами, предполагаю- 
таничное включение нового знания в имеющиеся представ- 


ых компонентов описания математическо- 
ации вполне осмысленного содержания; 
изучаемого знания доступным и убеди- 
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8 1. Дочисловой период в обучении математике 


Основу обучения математике в начальных классах составляет арифмс- 
тика натуральных чисел. Понятие натурального числа является много- 
уровневым и многоаспектным. Ясно, что чем полнее и глубже будет рас- 
крыт его смысл в начальном обучении, тем успешнее будет проходить 
овладение математическим знанием не только в начальной школе, но и 
в дальнейшем обучении, так как натуральные числа составляют тот фун- 
дамент, на котором строится все грандиозное здание математики. 

Принято считать, что два практических действия приводят к понятию 
числа: счет и измерение. Как правило, непосредственно со счета начи- 
нается и обучение математике. Но процесс пересчета предметов некото- 
рой совокупности совсем не является элементарным действием. Каждо- 
му предмету рассматриваемой совокупности в процессе пересчета ста- 
вится в соответствие взаимно однозначным образом некоторое слово — 
числительное. Для того, чтобы пересчет имел смысл, числительные долж- 
ны образовывать последовательность, отрезок которой надо помнить на- 
изусть. Кроме того, сама исследуемая совокупность в процессе пересче- 
та должна быть линейно упорядочена. Известно, что для преодоления 
трудностей их нужно разделить. В методике это принято называть под- 
готовкой к овладению тем или иным знанием или формированию неко- 
торого умения. В данном случае требуется, чтобы ребенок овладел уме- 
‘нием упорядочить пересчитываемое множество предметов, имел пред- 
ставление о последовательности и взаимно однозначном соответствии. 
Но общим для таких представлений является понятие бинарного отно- 
шения. Оно и наиболее простое, так как непосредственно связано с опы- 

том ребенка. Еще Д. Гильберт начинающему преподавательскую деятель- 
| ‚ в университете [Вейлю дал такой совет: «Начинай с простейших 
в»!, Но что может быть для первоклассника проще таких приме- 
а старше Вани» или «Оля — сестра Пети». Порядковые от- 
‘формах проявления являются существенной частью 
пыта детей. Осваивая окружающее пространство, ребенок 
Е видами порядковых отношений, как «дальше — бли- 
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1 следует отметить, что, заканчивая пересчет предмет- 
ной совокупност на слове «пять», мы только узнали то, что при прове- 
денном упорядочении последний из перечисляемых предметов оказался 
го не дали ответа на вопрос «сколько?». Ответ на этот вопрос свя- 

т ан с поним: ем того, что каждое числительное или соответствующий 
знак является одновременно и обозначением того общего, что есть у всех 
‘совокупностей, между которыми можно установить взаимно однознач- 
‘ное соответствие, т.е. перечисление всегда закончится на одном и том 
же месте независимо от того, как именно была упорядочена исследуемая 
ность. Это значит, что представления о количественном числе 
существенным образом опираются на возможность классификации пред- 
метных совокупностей по признаку их равночисленности, а значит, на 

р ления об отношении эквивалентности. 
’® Установление взаимно однозначного. соответствия, необходимого в 


‘и; 






я процессе счета, требует ознакомления с еще одним видом бинарных от- 
- ‘ношений — функциональными отношениями. Кроме того, формирование 
ь пр ений о функциональных отношениях создает надежную опору 
и ‘для всего дальнейшего изучения математики. 
: _ Таким образом, мы выделили то содержание, которое должно быть 
‘предметом изучения на самых первых уроках математики. Но прежде чем 
©] показать, какими методами, способами, средствами может быть реали- 
1- 'зовано это содержание в обучении младших школьников, кратко напом- 


г ой жизни мы постоянно сталкиваемся с различными отно- 
‘шениями. Например, «Пушкин — автор Евгения Онегина», «Иван — родст- 
венник Марии». Здесь «автор» есть отношение между А.С.Пушкиным и 
«Евгений Онегин», «родственник» есть отношение между Ива- 
-й. В первом примере отношение установлено между объекта- 
роды, а во втором — между однородными объектами. 
ть произвольное отношение, например, буквой К, то 
что хи у находятся в отношении В. Множество, из 
й из связанных отношением элементов, приня- 
равления отношения, а множество, из которо- 
т отношения, — областью прибытия. Напри- 
ь автором» область отправления — множество 
я — множество произведений человеческого 
ения и область прибытия совпадают, 
‚ на данном множестве. Например, от- 
в ‚ задано на множестве людей. Если Ри 0, 


ним суть рассматриваемых понятий. 







































торым элементам области отправления сопоставляются точно определен- 
ные элементы области прибытия. Если Е— функциональное отношение 
и некоторые х и у связаны данным отношением, то элемент у обознача- 
ется Ё(х) и называется образом элемента х, а у называется его прообра- 
зом. Из определения функционального отношения следует, что образ каж- 
`дого элемента единственен, вто время как прообраз не обязан быть един- 
ственным. Например, отношение хРу, означающее «) есть мать ^» явля- 
ется функциональным, так как укаждого человека только одна мать. Про- 
образом каждой женщины при этом соответствии является множество 
ее детей, которое может содержать более чем один элемент. Если функ- 
ция такова, что у каждого образа единственный прообраз, то такую функ- 
цию принято называть взаимно однозначным отношением. Например, 
отношение хЁу, означающее «)— столица л» является взаимно однознач- 
ным, так как у каждой страны одна столица и каждая столица является 
столицей одного государства. 
Если между элементами двух множеств установлено функциональное 
| | отношение такое, что у каждого элемента области прибытия данной функ- 
ции имеется в точности один прообраз и у каждого элемента области 
отправления обязательно имеется образ, то говорят, что между этими 
множествами установлено взаимно однозначное соответствие. Напри» лер, 
отношение хЕу является взаимно однозначным соответствием между мно- 
жеством государств и множеством столиц. Но взаимно однозначное от- 
ношение между множеством людей в аудитории и множеством стульев, 
которое каждому человеку ставит в соответствие стул, на котором он си- 
дит, не является взаимно однозначным соответствием между множест- 
вом людей и множеством стульев, если найдутся свободные стулья или 
люди, которые не сидят ни на одном из стульев. 

Рассмотрим пример отношения порядка «х старше у». Его естествен- 
но рассматривать как отношение на множестве людей. Легко видеть, что 
если х старше у, то ) не может быть старше х. Иными словами, это отно- 
шение не является симметричным. Примерами подобных отношений 

- могут служить: «х меньше )», «х продолжительнее у» и т.д. В общем виде 
свойство несимметричности можно выразить так: отношение В называ- 
‘ется несимметричным (антисимметричным), если из того, что хВу сле- 
дует, что уКх неверно. 
Каждое из приведенных выше отношений таково, что ни один объект 
_ не может находиться в этом отношении сам с собой. То есть, хх невер- 
_ но ни для какого х. Такое свойство принято называть антирефлексивно- 
Г _ стью. Действительно, никакой человек не старше самого себя, никакой 
. ьще самого себя и т.п. 
‚заметить, что если «х старше }» и «у старше 2», то «х старше 
‚называется транзитивностью и в общем виде записы- 
менно антирефлексивные, несимметричные и 
отношениями порядка или просто порядками. 
ного возраста, то их можно расположить так, 
еловек будет следовать за теми, кто старше его. 
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“НИ В этом случае говорят, что данная группа людей упорядочена отношени- 
ача, ем «быть старше». Но эту же группу можно упорядочить и другими спо- 
бра. собами, например, по отношению «быть выше ростом» или отношению 
ках, определяемому алфавитным порядком фамилий. 


Дин. Может оказаться так, что по отношению порядка, заданному на опре- 
"ля. деленном множестве, некоторые пары элементов множества не сравни- 
Про. мы, Т.е. ни пара (х )), ни пара (), х) не связаны данным отношением. На- 
то пример, отношение «быть краснее» на множестве всех окрашенных пред- 
унк. метов является отношением порядка, так как никакой предмет не крас- 
унк. нее самого себя, если «х краснее у», то «у краснее х» неверно и если «х 
пер краснее )» и «) краснее 2», то «х краснее =». В то же время зеленый и 
нач. красный предметы нельзя сравнить по этому отношению. Такие поряд- 
ся ки называются частичными. 


Если же порядок таков, что любые два элемента множества, на кото- 
ром данный порядок задан, сравнимы по этому отношению, то такой по- 


ное рядок называется линейным. При пересчете предметов некоторой сово- 
унк- } купности, если счет производится правильно, данная совокупность упо- 
сти. рядочивается отношением «следовать за» линейно, подобно тому, как упо- 





рядочен отрезок последовательности числительных, используемый при 
пересчете. Если на множестве задано некоторое отношение порядка, то 
само множество называется упорядоченным, соответственно линейно 
или частично. . 
› Если вупорядоченном множестве найдется такой элемент, что он срав- 
ним с каждым из остальных и при этом в каждой паре, принадлежащей 
данному отношению, этот ‘элемент является первым, то он называется 
наименьшим. Если же в каждой паре такой элемент оказывается вторым, 
‚ называется наибольшим. Например, в множестве натуральных чи- 
нышим является число 1, а наибольшего числа не существует. В 
тве книг, стоящих на полке, упорядоченном отношением «стоять 
у означает, что книга х стоит слева от книги у, наименьшим 
самая левая книга, а наибольшим — самая правая. Наи- 
ъшего элементов может не быть. Например, в множе- 
упорядоченном отношением «меныше», нет ни наиболь- 
его элементов. 
ейшим отношением является отношение эквивалент 
го отношения является отношение «быть одного 
са ное на множестве людей. Очевидно, что каж- 
в этом отношении сам с собой и поэтому оно яв- 
ихи у находятся в этом отношении, т.е. име- 
видно, что и у, и х также находятся в 
- является симметричным. Кроме 
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ся одинаковыми. Пусть х— какой-то человек. Тогда можно рассмотреть 
всех тех и только тех людей, которые имеют с ним один возраст. Такое 
подмножество принято называть классом эквивалентности. Очевидно, 
что каждый человек попадает в один и только один класс людей, равно- 
возрастных с ним. Если возраст измерять в годах, то получим следую- 
щие классы эквивалентности: люди в возрасте до одного года, до двух 
лет, до трех лет и т.д. Классы эквивалентности разбивают множество 
людей на попарно непересекающиеся подмножества, в каждом из кото- 
рых имеется хотя бы один человек, а объединение этих классов равно 
множеству всех людей. 

Это рассуждение верно и для любого отношения эквивалентности, 
Действительно, если В есть отношение эквивалентности на множестве 
М, то, выделив некоторый элемент этого множества, найдем все элемен: 
ты, находящиеся с ним в данном отношении, и только их. Получаем од- 
нозначно определенный класс эквивалентности. Так как каждый элемент 
попадает в один и только один класс, то все множество М разбивается 
на попарно не пересекающиеся подмножества. Но это значит, что в ка- 
честве нового математического объекта можно рассматривать то общее, 
что есть у всех элементов одного класса. 

Рассмотрим следующее отношение между двумя множествами. Два мно- 
жества будем считать находящимися в данном отношении, если между 
ними можно установить взаимно однозначное соответствие. Это отно- 
шение является отношением эквивалентности. Действительно, оно }е. 
флексивно, любое множество эквивалентно по данному отношению само- 
| му себе, так как каждому его элементу можно поставить в соответствие 
сам этот элемент. 

Если между двумя множествами установлено взаимно однозначное со- 
ответствие, т.е. каждому элементу множества А соответствует один и толь- 
ко один элемент множества Ви для каждого элемента В найдется единст- 
венный элемент в А, для которого он служит образом, то соответствие 
между Ви А такое, что каждому элементу В поставлен в соответствие его 
прообраз и оно является взаимно однозначным между множествами Ви 
А. То есть данное отношение является симметричным. 

_ Если между множествами А и Вустановлено взаимно однозначное соот- 
_ ветствие Еи между множествами Ви С установлено взаимно однозначное 
соответствие С, то между А и Свзаимно однозначное соответствие можно 

3 цим образом: для элемента х из А найдем его образ при 
— Е(х), затем для элемента у из В найдем его образ при 
С‹()). Тогда элемент = будем считать образом х. Такой =в 

х из А в силу свойств соответствий Ки С. Новто 
= из С найдется единственный прообраз ув Ви для 
ый прообраз хв А. Это значит, что 
мно однозначным. Таким образом, 
множествами есть отношение эквива- 
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значное соответствие и рассматривать то общее, что есть у каждого из 
х. Это общее свойство принято называть мощностью множества. Если 


с в п Ивалентности образован конечными множе- 
ствами, то мощность каждого из них есть натуральное число. Такое чис- 
ло также принято называть количественным или численностью каждого 
из множеств данного класса эквивалентности. 

Итак, количественное число — это свойство множества, по которому оно 
идентично любому другому такому множеству, что между ними можно уста- 
новить взаимно однозначное соответствие. Отвечая на вопрос «СКОЛЬКо?», 
с помощью последовательности числительных мы устанавливаем взаим- 
но однозначное соответствие между множеством пересчитываемых объ- 
ектов и некоторым отрезком последовательности числительных, кото- 
рая выступает в роли эталона и должна быть заранее известна. Ранее было 
отмечено, что такая операция приводит к понятию «количественное чис- 
ло», если есть уверенность, что пересчет закончится на одном и том же 
месте последовательности числительных независимо от того, в каком 
порядке пересчитывается совокупность в этом процессе. Кроме того, 
возникает вопрос, является ли данная последовательность необходимой 
для операции счета? 

Очевидно, что в качестве эталонной последовательности можно взять 
любую другую, лишь бы была возможность указать место выбранной по- 
следовательности, на котором заканчивается пересчет. Но это значит, 
что она должна удовлетворять следующим условиям: иметь начало; быть 
линейно упорядоченной; быть так далеко продолжаемой, как это потре- 
буется. В то же время ее материальная реализация не имеет значения, 
т.е. ее элементами могут быть слова, предметы или некоторые знаки. Из 
тики известно, что в качестве такой последовательнос- 

ь узелки, зарубки на палочках, части тела и т.п. 

моменты построения программы деятельности млад- 

ю формированию представлений о бинарных отноше- 
-льном условии подготовки к раскрытию смысла поня- 

‚ число». Приводимые ниже задания надо рассматривать 
ые показывают направления реализации методико- 
педагогических принципов. В каждом из за- 
ем отношения служит граф, который яв- 
ваемой ситуации. При этом сами 
ают как переменные и поэтому обозна- 
(кружочком), значение которого опре- 
ом. Каждый из наглядных образов 
: . активных преоб- 
Е. НО | 










_— Можно ли из рисунка понять, где Петя, а где Юра? 


Рис. 1 Рис.2 

— Как на рисунке 9 можно показать, что Юра старше Пети? 

— Представь, что унас имеется говорящая стрелка, которая говорит: «Ты 
старше меня» (см. рис. 2). 

— Можно ли по этому рисунку узнать, где Петя, а где Юра? 

— Нарисуй такую же стрелку и красным цветом раскрась Юру, а Петю — 
| зеленым. 
И — Придумай какой-нибудь рассказ, для которого подойдет рисунок 9. 
| Например, расскажи, что красный карандаш длиннее зеленого; Катя 
выше Оли; ручка дороже карандаша. 


1.2. Посмотри на рисунок 3. Кружки — это дети, а стрелки говорят: «Ты 
старше меня». 


| 
за 
Рис. 


Рис. 4 





_ — Узнай, кто из них самый старший, а кто — младший. Придумай детям 
° Имена и назови так их по порядку, чтобы каждый старший был назван 
о вслед за каждым младшим. 
ЕЕ ` линиями соответствующего цвета возраст каждого из де- 
другой рассказ, для которого подойдет рисунок 4. 
5 нарисованы кружки — это дети, а стрелки указывают 
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_ — Раскрась красным цветом кружок, изображающий самого старшего, 
а зеленым — кружки, представляющие детей помладше. 
 - Нарисуй линиями соответствующего цвета возраст каждого из де- 
тей. Придумай другой рассказ, для которого подойдет рисунок 5. 
_ 1.4. Рассмотри рисунок 6. Кружки — это дети (кружки разные). 
— Что можно сказать о возрасте детей (см. рис. 6), если стрелки 2г080- 
рят: «Ты старше меня»? 
— Эти дети разного возраста. 
эт? Нарисуй кружки соответствующего цвета так, чтобы ряд на’, ‘шался 
с самого младшего, а заканчивался самым старшим и каждый следующий 
был старше предыдущего. 
1.5. Детей одного возраста (рис. 7) раскрась одним цветом, если стрел- 
ки говорят: «Ты старше меня». 





Рис. 7. Рис. 8 


1.6. Детей одного возраста (рис. 8) раскрась одним цветом, если стрел- 
ки г т: «Ты старше меня». 

Посади детей так в три ряда, чтобы на первом были самые младшие, 

ром — постарше, а на третьем — самые старшие, если ряды пред- 
следующим образом: 


елками к следующему рассказу: 
ы старше нас», а Ваня сказал Лене: «Ты 
сара к которому подойдет твоя кар- 


т + 


о об ЗА 





казывают стрелки на рисунке 9. Раскрась Петю 
красным цветом, Таню — зеленым, а Лену — си. 
ним, если первым идет Петя, за ним следует 
Таня, а Лена идет за Таней. 

2.3. Расположи детей в том порядке, как ука- 
зывают стрелки. Пусть самый первый в твоем 
ряду идет так, что всех остальных ты видишь справа от себя (рис.10). 





| Рис. 10 Рис. 11 


2.4. Рассмотри рисунок 11. Что говорят стрелки на этом рисунке? На- 
} рисуй кружок, которого не хватает. Расположи кружки так в ряд, как по- 
казывают стрелки. Построй ряд, начиная с самого большого кружка, а 
| каждый меньший пусть следует справа за каждым большим. Можно ли 
| продолжить ряд, соблюдая эту закономерность? 
| 2.5. Продолжи ряды (рис.12): 
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Рис. 12 Рис. 13 
















Какой из этих рядов ты затрудняешся продолжить? Сравни ряды в) и 

г). Красным цветом подчеркни начало каждого ряда, а все последующие 
члены ряда — синим. Обведи в кружок следующий сразу за начальным 
каждый член ряда. Заключи в рамку какой-нибудь член ряда, отличный 
от первого. Сверху отметь дугой все члены ряда, которые ему предшест° 
вуют. Красным цветом отметь член ряда, который непосредственно сле 

Е дует за тем, который стоит в рамке, и член ряда, который стоит перед 
_ ним ( средственно ему предшествует). . 
р р изображенного на рисунке 12, г, выбери элементы, пока 

ПО рьь1 
и, как они расположены в этом ряду: 


2.2. Петя, Таня и Лена так идут в ряд, как по- 
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ь. _ Пример 3 
ет _ ЗА. На рис унке 14 изображены дети на перемене. Можно ли сказать, 
кто из них учится в одном классе? Что должен сказать один ученик дру. 


гому, чтобы это можно было узнать? 


» гаи О О о о <) 


®) “о м, 


Они должны сказать: «Я учусь с ним в одном классе». На рисунке 15 об 


этом говорят стрелки. 


а, а | 

› ли Раскрась одним цветом тех ребят, которые учатся в одном классе. Со- 
бери одноклассников и заключи их в овал того цвета, которым они рас- 
крашены. 


идущая от одного овала к другому говорит: «Они учат- 
ся в старшем классе». Покажи, где здесь первоклассники, второклассни- 
ки, третьеклассники, четвероклассники. Нарисуй овалы соответствующе- 


го цвета так в ряд, чтобы старшеклассники (второклассники — четверо- 
а учениками более младшего класса. 


Теперь стрелка, 


ссники) следовали справа з 
\ Аналогичная работа может быть проведена с отношениями «быть од- 


«находиться на одном и том же расстоянии ОТ...» И Т.Д. 

















ственных натуральных чисел. 
Пример 4 


4.1. У юных натуралистов — кролики. Дети принесли им морковки. 
Нарисуем морковки и кроликов так, как на рисунке 17. 


)м) ук) 
ео О 
ве И ®) 


Рис. 17 





Каждому кролику нужно дать по одной морковке. Как с помощью сл рел- 
ки можно показать это на нашем рисунке? Стрелка по 
лик получил какую морковку (рис. 18). 

Все ли кролики получили морковки? Почему от одной морковки не 
идет стрелка? 

4.2. В этом месяце у некоторых первоклассников день рождения. Они 
получили поздравительные открытки. Расскажи все, что можно узнать 


из рисунка 19. 


казывает, какой кро- 





че Рис. 20 


я угостил своих друзей конфетами. Он так их раздал, как пока- 
сунке 20. Что можно сказать о количестве детей и конфет? 

° в наборе для первоклассников цвет фигур так, как 

21. Что говорят стрелки на этом рисунке? 

вета стала каждая из фигур. Что у них не измени- 


фигур так, как показано на рисунке 33. Что 


Обратим внимание на то, что в этом случае линейно упорядочивают- 
ся классы эквивалентности, получаемые при рассмотрении данных от. 
ношений, т.е, в точности то, что происходит при упорядочении количе. 
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Рис. 21 


Рис. 22 
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Рис, 1} 
ю стрех 
кой кро Рис. 23 Рис. 24 
ОВКИ Не Нарисуй, какой стала каждая из фигур. Чтоуних не изменилось (рис.24)? 


Е". $ 2. Раскрытие смысла понятия «количественное число» 


Понятие количественного числа опирается на понятия взаимно одно- 
значного соответствия и отношения эквивалентности. Процесс установ- 
ления взаимно однозначного соответствия в определенных ситуациях 
является чрезвычайно простым и дает возможность выяснить, в какой 
из совокупностей столько же предметов, сколько в другой. При этом дан- 
ный процесс не требует пересчета предметов и является более легким, 
процесс счета. 
могут служить следующие ситуации: у каждого ребенка по 

укаждого ученика по одной ручке, правых ботинок столь- 
к, и т.п. Но для того чтобы выделить понятие числа, 
недостаточно. Надо также отметить, что если детей 
и конфет, то и конфет столько же, сколько и детей; 
же, сколько детей, а детей столько же, сколько и 
с е, сколько и ручек. Следует учесть, что если 
тношения эквивалентности в подобных си. 
















| совокупностей и рассматривать только то свойство, по которому они не 
| различаются. Все такие совокупности образуют класс эквивалентности, 
Таким образом, количественное число есть общее свойство всех сово- 
купностей, составляющих класс эквивалентности, определяемый отно- 
шением «между данными совокупностями можно установить взаимно од- 
нозначное соответствие». Такое свойство принято называть равночис- 
ленностью, если рассматриваемые множества конечны. 

По этому свойству любые две предметные совокупности можно срав- 
нивать, т.е. установить, что для любых двух из них имеет место одно и 
только одно из утверждений: либо они обладают этим свойством в рав- 








































ной степени, либо одно из них обладает им в большей мере, чем другое. 
В первом случае между рассматриваемыми совокупностями может быть 
установлено взаимно однозначное соответствие, во втором — в одной из 


них найдется часть, равночисленная другой совокупности. 
'Так как каждая совокупность входит в один и только один класс экви- 


валентности, то отсюда следует, что количественные числа также можно 
сравнивать, т.е. для любых двух установить отношение «больше» следую- 
щим образом. Пусть класс эквивалентности А определяет число а, класс 
эквивалентности В определяет число 6. Возьмем по одному произволь- 
ному представителю из каждого класса. Сравнивая эти совокупности ука- 
занным выше способом, считаем, что а = в, если классы А и В совпадают, 
и абольше 6, если в совокупности из класса А найдется часть, равночис- 
ф ленная совокупности из класса В. 

Такое отношение между числами является отношением порядка, так 

как ни одно из чисел не может быть больше самого себя; если одно чис- 


ло больше другого, то второе не может быть больше первого; если одно 
число больше другого и это второе больше третьего, то первое больше 
третьего. Так как любые два числа сравнимы, то данное отношение явля- 
ется связным. Это значит, что количественные числа могут быть линей- 
но упорядочены, расположены «в цепочку», например, так, что каждое 
‘большее число следует справа за каждым меньшим. 
Если рассматривать совокупности, не содержащие ни одного элемен- 
та, то естественно считать, что число, определяемое такой совокупнос- 
тью, меньше любого другого количественного числа. Следовательно, в 
нашей «цепочке» оно наименьшее и будет в ней первым. 
. Замечание. Под предметной совокупностью здесь всюду понимается 
чное множество, т.е. такое, которое можно определить следующим 
тт способом. 

‹ ножеством называется такое, в котором нет никаких элемен- 


. оно удовлетворяет условию Эх (хЕ М). 


`е. удовлетворяет условию Эх (хЕ М) л Уу(уЕ М> у=»). 
называется множество, которое может быть получе- 
во конечно. 

е множество и В— атомное множество, то множе- 
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3) Множество может быть конечным только в силу 1) и 2). 
_ Изприведенного определения могут быть получены следующие утверж- 
дения: 
1. Множество, равночисленное конечному, конечно. 
2. Всякое подмножество конечного множества конечно. 
жж, 3. Конечное множество не может быть равночисленно своей истин- 
© ч ной части'. 























т од, Рассмотрим еще одно важное свойство порядка на множестве количе- 
вом В ственных чисел. Пусть а— некоторое количественное число. Тогда име- 
"МД ется совокупность А, численность которой равна а. Возьмем некоторый 
жет б предмет, не являющийся элементом А. Обозначим его х. Рассмотрим со- 
одной, у получающуюся из А «добавлением» х. То есть совокупность 
= АЦ {х}. Тогда В имеет своей истинной частью А и, значит, В не мо- 
асс жет быть равночисленна А. Так как В содержит истинную часть, равно- 
К численную А (напр., само А), то количественное число, определяемое 
ке мож совокупностью В, больше, чем число, определяемое А. Если эти числа 
> сле обозначить а и 6 соответственно, то имеем: а < 6. 
о а, Ка Естественно поставить вопрос, можно ли найти такое число с, кото- 
>ОИЗВ0) рое больше а, но меньше 6. Легко догадаться, что ответ будет отрица- 
ГОСТИ тельным, так как изменить численность того или иного конечного мно- 
‚впадаю жества можно только «добавляя» или «удаляя» некоторые элементы. Но 
авноы каждая из этих операций приводит к предметной совокупности из друго- 
го класса эквивалентности. Таким образом, среди количественных чисел 
? существуют такие, из которых одно из них больше другого, но не сущест- 
ндка, вует такого числа, которое находится между ними. Такое свойство по- 
дно чи рядка называется дискретностью. Это значит, что численности конеч- 
сли од" ных множеств можно расположить в последовательность, начало кото- 
‚ болый рой есть численность пустого множества, а каждый непосредственно 
гие яв следующий за некоторым элементом последовательности элемент, есть 





такой, который определяется с помощью описанной выше конструкции, 
и он единственен. Отсюда следует, что количественные числа можно 
сравнивать, не устанавливая взаимно однозначного соответствия, если 
они расположены в последовательность указанным образом. Для этого 
достаточно найти место, занимаемое каждым из чисел. То число боль- 
ше, которое занимает в последовательности место дальше от начала. 

_ Значение количественных чисел в полной степени выявляется лишь 
тогда, когда над ними производятся арифметические действия. Арифме- 


ь действия возникли в результате наблюдений над реальными яв- 
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ченная в результате совокупность также определяет некото- 
з исло. Но в математике объектами изучения явля- 
: ения, а абстрактные логические объекты, у кото- 
ений между их элементами. С этой точки зрения, 
енно правильной, каждое арифметическое дейст- 
ное отношение между тремя числами, кото- 
ПОД ЕН г к 








































рое каждой паре чисел, взятых в определенном порядке, ставит в соот. 
ветствие единственное число из того же множества. Такое отношение 
принято называть бинарной алгебраической операцией. Иными слова- 
ми, это третье число существует и единственно для каждой упорядочен- 
ной пары чисел из фиксированного числового множества. В нашем слу- 
чае это означает, что для любых двух количественных чисел, взятых в 
определенном порядке, найдется единственное число, которое постав- 
лено в соответствие данной паре чисел. В зависимости от закона, по ко- 
торому это третье число находится, рассматриваемая операция получа- 
ет соответствующее название. Исходных прямых операций на множест- 
ве количественных чисел — две: сложение и умножение. Закон, опреде. 





| ляющий операцию сложения, основан на операции объединения мно- 
] жеств. Напомним, что объединением двух множеств называется множе- 
ство, состоящее из тех и только тех элементов, которые входят хотя бы 
| В одно из них. Например, объединение множества учеников, имеющих 
| отличные оценки по математике, и множества школьников, имеющих 
| | отличные оценки по русскому языку, есть множество отличников хотя 
И бы по одному из данных предметов. Так как имеются учащиеся, кот. рые 
| учатся отлично как по математике, так и по русскому языку, то эти два 
множества имеют общие элементы, т.е. пересекаются. Легко видеть, что 

численность объединения данных множеств не равна численности объе- 

динения таких двух множеств, что их численности те же, но которые не 

имеют общих элементов. Поэтому сложение количественных чисел оп: 


ределяется так: пусть а— численность А, р— численность В, тогда сум- 
мой а+ фназывается численность объединения Аи В при условии, что А 
и Вне имеют общих элементов. Из приведенного выше примера следу- 
ет, что условие отсутствия общих элементов объединяемых множеств 
является существенным в определении сложения количественных чисел. 

Из определения сложения следует, что для нахождения суммы количе- 
ственных чисел можно поступить следующим образом: из класса эквива- 
лентных множеств, определяющего первое число, взять конкретного 
представителя; затем из класса, определяющего второе число, взять та- 
кого представителя, который не имеет с выбранным множеством общих 
элементов; найти объединение выбранных множеств. Его численность 
есть искомая сумма. 

Умножение количественных чисел можно определить двумя разны- 
ми способами. Пусть а— численность А, 6— численность В. Построим 
‘множество С следующим образом. Во-первых, будем предполагать, что в 
классе эквивалентности, определяющем число а, имеется достаточное 
количество множеств, численность которых равна а, и таких, что они 
ге пересекаются. В множестве В заместим каждый его элемент 
ных в классе, определяющем число а, множеств. Полу- 
<„ элементами которого являются множества, равночис- 

о не пересекающиеся. Согласно построению, в мно- 
ентов. Возьмем новое множество С’, которое пост- 
‘множеств — элементов С. Численность С’ называ- 
‚и 5. Так как численность объединения множеств, 
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не имеющих общих элементов, является суммой численностей объеди- 
няемых множеств, то произведение а р можно записать как сумму а+ а+ 
га +... + а, где число слагаемых равно 6. Заметим, что такое определение 
| умножения не зависит от сложения, а его связь со сложением является 
зат, следствием определения. Это значит, что операции сложения и умноже- 
ния количественных чисел являются самостоятельными, независимыми. 
` по Ро Закон, который каждой паре количественных чисел ставит в соответ- 
Полу, ствие число, являющееся их произведением, может быть определен дру- 
ЧОЖес, гим способом, на основе операции декартова произведения множеств. 


опредь Декартовым произведением множеств А и В называется множество, 
ИЯ Мн состоящее из тех и только тех элементов, каждый из которых является 
МНоЖь упорядоченной парой (х, у), где первые компоненты пробегают все мно- 
тя бы жество А, а вторые — все множество В. Если а— численность А, Ь-— чис- 
еющи ленность В, то численность декартова произведения Ах Весть произве- 
еюЩи, дение чисел а. 6. 
в Хот Можно ли утверждать, что обе описанные процедуры получения про- 
торые изведения чисел аи р дают для роех количественных чисел одно и то же 
с число в качестве их произведения? Иными словами, являются ли дан- 
ти да ные определения эквивалентными? Покажем, что это действительно так. 
ГЬ, ЧТО Выберем определенный элемент У» из В и рассмотрим все пары вида 
гобъе (х, >,), в которых х пробегает все элементы А. Очевидно, численность 
›ые не. всех таких пар равна численности А, т.е. равна а. Обозначим множество 





таких пар через А,,. Для каждого из В построим такие множества. Они 
заведомо не имеют общих элементов, так как любые пары каждого из 
них различаются вторыми компонентами. 

Количество множеств Ау, равно численности В, т.е. равно 6. Объеди- 
нение всех А), есть Ах В, численность которого равна сумме численнос- 
тей множеств А), и, следовательно, равна а + а +... + а, где число слагае- 
мых 6. Таким образом, по любому из данных определений, произведение 
а’ может быть представлено как сумма 6 слагаемых, каждое из которых 
равно а. Этим доказана эквивалентность обоих определений умножения 
‘ственных чисел. 

е время, следует еще раз подчеркнуть, что умножение — опера- 

симая от сложения, а ее связь со сложением является следст- 
ния. Поэтому принятое в начальной школе определение 
через сложение не позволяет раскрыть содержательный 















оно совсем не годится уже для рациональных чисел. 
‚ первое из приведенных определений умножения 
‘именно, произведение а ` Б есть такое число, 
к же, как 6 из единицы (Н.И.Лобачев- 
‚ которую произвели над единицей для 
‚ над а для получения произведения а * 
каждый элемент множества В, 
определяющим число 6. 
























ределена операция о, т.е. для каждых двух элементов 4,6 Е М, взятых в 
определенном порядке, существует и единственен элемент с из М, что 


аоф-= с, то может оказаться, что уравнения то х= п, уо т= п имеют для 
любых п и т единственное решение и при этом решения обоих уравне- 
ний совпадают, тогда это значит, что любой паре (п,т) поставлен в соот- 
ветствие единственный элемент х=уЕ М. Таким образом, на множестве 
М определяется еще одна операция, причем она определена через опе- 
рацию о. Эту операцию принято называть обратной к операции о. 

Так как для количественных чисел уравнения 1 + х= пи у + т = п име- 






































ют одно и то же решение для всех пар (7,т), для которых такое решение 
существует, то этим определяется операция, обратная сложению. На мно- 
жестве количественных чисел она является частичной. Она называется 
вычитанием. Из определения вычитания следует, что разность я - т- 
это такое число, прибавляя которое к т, получим я, т.е. имеет место ра- 
венство т + (п-т) = я. 

Так как сложение количественных чисел есть численность объедине- 
ния непересекающихся множеств, то разность ий - т есть численность 


дополнения М до №, где т— численность М, а п— численность №. Если 
обозначить разность ® — т через А, то равенства т + А= и, п-т=А, 
п = твыполняются одновременно. Это значит, что выполнение одно- 
го из них влечет выполнение двух других. 

Если поставить вопрос о существовании операции, обратной к вычи- 
танию, то следует рассмотреть уравнения х- с= 4, с-у= 4. Из вышеизло- 
женного ясно, что х=с+ 4, у=с- 4. Так как указанные уравнения имеют 
различные решения, то операции, обратной к вычитанию, не существу- 
ет. А значит, утверждения, встречающиеся в некоторых учебниках для 
начальной школы (напр., Л.Г. Петерсон), что операции сложения и вычи- 
тания взаимно обратны, неверно. 

Чтобы найти операцию, обратную умножению, следует рассмотреть 
уравнения т: х= п, у: т = п. Если одно из них имеет решение на множе- 
стве натуральных чисел, то и другое также имеет в точности то же реше- 
ние. Следовательно, операция, обратная к умножению, также существу- 
ет, но является частичной, так как не для всякой пары (я, т) можно най- 

_ ти соответствующее количественное число, т.е. такое, которое удовле- 
Ух ‘творяет каждому из данных уравнений. Эта операция называется деле- 
Из определения следует, что частное чисел й : т— это такое чис- 
ожая которое на т, получим п, или т: (п: т) = п. 
обозначить частное #: т через А, то равенства т: А= и, п: т=А 
= твыполняются одновременно, т.е. выполнение одного из них вле- 
ыполнение двух других. 
рос о существовании операции, обратной к делению, решается 
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т— численность М. Или, п: т— это численность вторых компонент в 


парах вида (х, )), количество которых равно и, а х пробегает все значе 
ния из М, численность которого равна 2. 


Но , Если произведение рассматривать как численность объединения по` 
"ере, г парно непересекающихся множеств, то смысл частного зависит от того, 
Шо \ какое из уравнений т. х= пили у: т= п будем решать. Согласно опреде- 
"-  Лению умножения решение уравнения т: х= п означает, что хесть коли- 
® "№  чество объединяемых множеств, каждое из которых имеет численность, 


Рец равную т, а численность их объединения равна и. Такое деление приня- 
Нах то называть «делением по содержанию». Если же решать уравнение 
'ЗЫВае, )` т- п, то частное означает численность каждого из объединяемых мно- 
ьп- ,  Жеств, количество которых равно т, а численность их объединения есть 
место п. Это деление «на равные части». 

В силу того, что решения обоих уравнений совпадают, значение ча- 
бъедиь стного не зависит от того, какой содержательный смысл деления рас- 
сматривается, так как множители в произведении можно менять места- 
ь № а ми, что следует из определения умножения как численности декартова 

произведения. 
Из смысла деления «по содержанию» следует процедура получения ча- 
тие од стного п: т, состоящая в последовательном вычитании т из п. Частное 
та в этом случае есть количество вычитаний, исчерпывающих #. Это зна- 


1 К ВЫ чит, что частное п: т должно находиться в ряду чисел т, т` 2, т: 3, ..., 
ииеиз среди которых может не оказаться числа, равного *. При т = 0 рассмат- 
я имен риваемый ряд состоит из одних нулей, и поэтому говорить о делении на 

ест нуль нет смысла. В том, что произведение любого количественного чис- 
и ках ла на нуль равно нулю, легко убедиться, если рассмотреть декартово про- 


изведение некоторого множества на пустое множество. Очевидно, что 
такое произведение не содержит элементов и поэтому его численность 
равна нулю. 

’ Итак, для того, чтобы раскрыть смысл понятия «количественное чис- 
ло», необходимо: 
_* познакомить детей с процедурой сравнения численностей совокуп- 














ь, что отношение равночисленности есть отношение эк- 
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что численности совокупностей можно линейно упорядо- 


ожения количественных чисел, познакомить с про- 
я разностей; 

количественных чисел, согласно каждо- 
ний, познакомить с процедурой полу- 

Е > 

срации, обратной умножению, по- 

следующими непосредст- 





енного числа не зависит от способа обозна. 


Е рассматриваемых совокупностей обознача. 
ми, заключенными в квадратики. А сами совокупно- 
означаются прописными буквами, заключеннымив )м) 
тырехугольник. Это значит, что прописная буква есть 
‘строчная — его численность (мощность). Подчеркнем, 
ые приемы пока не рассматриваются, так как они могут „зу 
когда дети овладеют нумерацией, т.е. способами за- 
. ‘иной позиционной системе счисления. В то же вре 1.5. У Ву 
ия количественного числа раскрывается в тесной связи и ражены М: 


: и построения моделей реальных явлений, хорошо им знако- 

ы:: По существу, это значит, что с самых первых шагов овладения поня- 

й (< Г г ест енное число» дети готовятся к овладению умением решать 

| : Так как в каждой рассматриваемой ситуации или явле 

зволяет выделить связи и отношения, которые не зависят 

‘несущественных деталей явления, а, отвлекаясь от них, рас- 

з ать то ‘общее существенное, что характеризует каждое из них, не 

для достижения поставленной цели. При этом достигается и 

3 целей математического образования: ознакомление де- 
скими методами познания реальности. 


не 
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3 дала каждому из своих друзей по одной конфете. После Прим‹ 
: еще остались конфеты. а ВВ 
‘изображены Машины друзья. Нарисуй конфеты, кото- рак 
Маш ‚ Подумай, больше конфет или Машиных друзей? Чего ручек. т 
тетради. Н 

Чего боль 

Как это мо: 
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Рис. 26 2.3. Кол 
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ть по одному солдатику. На попугаев: 
столько коробок, сколь- эти количе 
ов или коробок? Чего. 
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Рис. 27 Рис. 28 






1.5. У Вити столько же игрушек, сколько у Маши. На рисунке 39 изоб- 
ражены Машины игрушки. Нарисуй Витины игрушки. 
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Рис. 29 Рис. 30 








1.6. На рисунке 30 изображены дети и стулья. Хватит ли стульев, 
чтобы каждого ребенка посадить на один стул? Чего больше: детей 
или стульев? 


Пример 2 
2.1. На столе лежат тетради, книги, ручки. Тетрадей столько же, сколь- 
ко книг, а книг столько же, сколько 


На рисунке 31 изображены 
РОВ рысь книги и ручки. 
тьш: рея< ей или ай 

› мож о м 









2.4. На рисунке 33 изображены Петины игрушки: автомобиль, мячи. 
ки, солдатики, кубики, пистолеты. Каких игрушек одно и то же количе. 
. ство? Обведи эти количества в овалы разного цвета. Найди самое малень. 
кое их количество, самое большое. 


Рис. 33 


2.5. У Маши количество простых карандашей меньше, чем количество 
цветных, а количество цветных карандашей равно количеству фломасте- 
ров. На рисунке 34 изображено количество простых карандашей. Нари- 
Г суй количества цветных карандашей и фломастеров. 


в 


2.6. На рисунке 35 изображены различные количества. Найди среди 
них равные. Заключи равные количества в овалы разного цвета. Обозначь 
каждое из равных количеств одной и той же строчной буквой. Запиши 
их в квадратики. 
| 


Рис. 35 


аи 6, фи с(рис.36). Запиши результат сравне- 
), < (меньше), > (больше). 
6> с арисуй количества фи с, если на рисун- 


ные на рисунке 38 так в ряд, что- 
от каждого меньшего. 








Рис. 36 
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Рис. 37 
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Рис. 38 


2.10. Количества а, 6, с, 4 говорят стрелками: «Я больше тебя» (рис.39). 
Нарисуй такие количества и так расположи их в ряд, чтобы каждое мень- 
шее было справа от каждого большего. 





Рис. 39 Рис. 40 
2.11. Продолжи ряд (рис-40). Как далеко его можно продолжить? 


Пример 3 
3. На столе лежат яблоки и груши. Количество яблок равно а, коли- 
чество груш — 6 (рис. 41). Количество всех фруктов на столе есть сумма а 
и 6. Ее записывают как а + 6. Такую запись читают так: к а прибавили 6, 
или аи сложили, или а плюс 6, или выполнили действие сложения ко- 





о --> 
Нарисуй и запиши их. 
0. = т а 





> 










Маши тетради в линейку и в клетку. Количество тетрадей в ли, 
вно а, а в клетку равно 5. Запиши количество всех тетрадей у 


Их а марок. Ему подарили еще $ марок (рис.43). Нари. 
иши количество всех марок, которые теперь есть у Пети. 
и 





бо к. 
О 
В © 
Рис. 43 : Рис. 44 


° 3.5. У Кати а карандашей, а у Тани на $ карандашей больше (рис. 44). 
Нарисуй и запиши, чему равно количество карандашей у Тани. 





Рис. 45 
р 


3.6. Количество солдатиков у Васи 
: равно а, их на $ меньше, чем у Пети 
(рис.45). Нарисуй запиши, чему равно количество солдатиков у Пети. 
а мер 4 
Катей вместе а карандашей. У Маши 6 карандашей. Ка- 
изображены на рисунке 46. Количество каранда- 
количества карандашей у обеих девочек вместе 


пей у Маши. Такую разность записывают как а- 8. 


| так: у а вычли 6, или а минус 6, или выполнили 
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Рис. 48 


4.5. Нар 
сказ к этом 
4.6. У шк 
ство ёлок! 













Запиши, чему равна сумма количеств карандашей у Кати и Маши. Ка- 
кому количеству она равна? Что означает равенство 


Ь+ (а- 6) =а. 


Вставь пропущенные слова в предложении: разность а- Ь— это такое 
количество, которое нужно ___ с В, чтобы получить 

4.2. Петя поймал 6 рыбок. Когда Петя и Юра сложили все пойманные 
рыбки вместе, то их количество оказалось равным 4. Запиши количест- 
во рыбок, пойманных Юрой. 

4.3. Маше дали а конфет. Она съела 6 конфет. Найди на рисунке 47 коли- 
чество оставшихся у Маши конфет. Запиши, чему равно это количество. 

4.4. У Пети было а марок. Когда он подарил несколько марок Вите, то 
у него осталось р марок. Запиши, чему равно количество марок, подарен- 
мы ных Вите (рис. 48). 


4.5. На рисунке 49 изображены количества: а, 6, а - 6. Придумай рас- 
сказ к этому рисунку. 

4.6. У школы растут березы и ёлки. Количество берез равно а, количе- 
ство ёлок на в меньше. Запиши, чему равно количество ёлок (рис. 50). 


\. 


5х 












| 4.8. На столе лежат а карандашей и 6 ручек. Они изображены на ри. 

| сунке 52. Чего больше, карандашей или ручек? Нарисуй то количество, 
на которое карандашей больше, чем ручек (ручек меньше, чем каранда. 
шей). Запиши, чему оно равно. 





Рис. 52 


Рис. 53 


4.9. Известно, что а больше В на с. Или, что то же самое, 6 меньше ана 
с. Запиши это отношение тремя различными равенствами, если количе- 
ства а, би сизображены на рисунке 58. 


Пример 5 

5.1. Первоклассники получили 6 подарков. Количество конфет в каж- 
дом подарке равно а (рис. 54). Количество конфет во всех подарках есть 
произведение количества конфет в одном подарке на количество подар- 


ков. Его записывают как а: 6. Это выражение можно прочитать так: а 
умножили на в, или выполнили действие умножения. 





Рис. 55 


а. Каждый кусок разрезали на а ма" 
пи количество получившихся кусочков. 


карандаши (рис. 56). Количество ра3` 
одного и того же цвета раз 
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Рис. 58 
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5.4. В книжном шкафу 6 полок. На каждой полке акниг (рис. 57). Запи- 
ши количество книг в шкафу. Можно сказать, что книг в шкафу в $ раз 
больше, чем на одной полке. Или, что то же самое, книг на одной полке 
в браз меньше, чем в книжном шкафу. Это значит, что @: в 6 раз боль- 
ще, чем а, или ав $, раз меньше, чем а: 6. 
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вы 56° 


5.5. У Пети а марок, ау Юры в 6 раз больше (рис. 58). Запиши количе- 
ство мароку Юры. Во сколько раз марок у Пети меньше, чем у Юры? 
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мер 6. и . нс» 

‘школьников приготовили а завтраков. На каждый стол поста, 
завтраков (рис. 61). Количество столов, приготовленных для 
: > частное от деления количества всех завтраков на количь 
тво завтраков на одном столе. Его записывают как а: 6. Это выражение 
_ можно прочитать так: а разделили на $, или выполнили действие деле. 
ние. Запиши, чему равно произведение количества завтраков на одном 
‘столе на количество столов, приготовленных для завтрака. Какому коли. 


лем равно? Что означает равенство 
т 
и 















вну (рис. 62). Количество яблок, которое получил каж 
нок, равно а: $. Если количество яблок, которое получил каж 
‚нок, умножить на количество детей, то получим количество всех 
‘это равенство. Во сколько раз количество всех яблок боль 
во яблок у каждого ребенка? Во сколько раз количество 
о ребенка меньше, чем количество всех яблок? 
роении графической модели задачи 6.1, рассуж 
ков и ставим их на стол, затем берем еще в завт` 
стол, продолжаем этот процесс до тех пор, 
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т 719 . $ 






тех пор, пока все дети не 
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Рис. 63 
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ков на тарелках. Запиши равенство. Каким выражением надо записать 
количество тарелок с пирожками? Запиши полученное равенство. 
Таким образом, частное с: а показывает, сколько частей, равных а, 


а Жени, содержится в с. 





Рис. 64 


Каким выражением нужно записать количество пирожков на одной 
тарелке? Запиши полученное равенство. 

Значит, частное с: 6 показывает, какова величина каждой из равных 
между собой частей с, если их количество равно 6. 





=“ 6.4. Известно, что а: 6 = с. Запиши, чему равно а; чему равно 6. 

.6.5. В геометрическом наборе имеются фигуры разной формы. Количест- 

Ножи во различных форм равно а. Фигура каждой формы 6 разных цветов. Количе- 

ство всех фигур в наборе равно с (рис. 64). Запиши два выражения, равные с. 

ичество _Запиши равенство, которое обозначает количество различных форм, 

ил каж т.е. чему равно а. Запиши равенство, которое обозначает количество раз- 
ил каж” ных цветов, т.е. чему равно 6. 

гво всех 6.6. У Кати а карандашей, а ручек в р раз меньше. Если разделим коли- 

ок боль ‘чество карандашей на 6 равных частей, то каждая часть есть количество, 


ичество равное количеству ручек у Кати (рис. 65). 
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— 6.7. Известно, что а больше 6 в с раз. Залинии это от 


‚нке 66. 
ными равенствами, если а, $, сизображены на рисун 
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Рис. 67 





К. _ 6.8. Какие еще верные равенства можно записать, если известно, что 
я а: 6 = с. В каких отношениях находятся количества а, 6, с? 

6.9. Ваня и Петя играли в «морской бой». Ваня выиграл а раз. Количе 
‘ство выигрышей Вани в $ раз больше, чему Пети (рис. 67). Запиши, чему 
равно количество выигрышей Пети. Каким равенством можно записать 
количество выигрышей Вани? Запиши это равенство. 

’ Во всех приведенных примерах рассматриваемые количественные чис- 
ла «материализуются» с помощью определенного множества, являюще: 
гося конкретным представителем класса эквивалентных множеств, оп: 
_ределяющего данное число. Это множество обозначается прописной бук 
‚указывающей его «происхождение». Ее можно рассматривать как имя 

множества. Малые латинские буквы служат обозначением мощ: 

‚ множества, т.е. обозначением числа. 
употребление букв является одной из характерных особен: 
И ческого языка. Они используются для именования Ма* 
‘объектов. Иногда буквы служат собственными имена: 
с ‚ ^ обозначает вполне определенное число. Но 
в математике является исключением. Обыч- 

о е. обозначает произвольный объект 
гк ‚ пря и пр. Как правило, указа 

: нная является «временным»: 
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“а имеют своих собственных значений и в зависимости от 
могут обозначать «что угодно». 
_ Легко заметить, что употребление букв в приведенных выше примерах 
не является обозначением переменной. В каждом из них прописная о 
есть имя определенного множества; а строчная латинская — вполне опре- 
деленного количества. Но эта определенность сохраняется только в а 
делах одной конкретной задачи. Такое употребление букв подготавливает 
учащихся к овладению математическим языком и вто же время способст- 
вует раскрытию смысла понятия «количественное число», не отвлекая их 
внимание на решение достаточно сложных вычислительных задач. 
„Обратим внимание на то, что в методике обучения математике необ- 
ходимо различать онтологическую структуру самой математики как объ- 
екта изучения и структуру описания этого объекта. В самом общем смыс- 
ле именно способ описания характеризует ту или иную методическую 
систему. В данном случае буквенные обозначения © ть только еще один 
способ именования двух сторон конкре тной совокупности предметов: ее 
имени и ее мощности, что помогает ребенку диффе ренцировать рассма- 
триваемую ситуацию. При этом само понятие «количественное число» 


контекста 





Рис постепенно выявляется в процессе оперирования количественными от- 

естно, что ношениями и выделения функции этого понятия в рассматриваемом це- 

лостном образе. Это значит, что теоретическое понятие получает гене 

тическое объяснение, постепенно наполняясь все более точным содер- 

яз. Количе жанием, допускает‘его развитие и становление независимо от тех кон- 

тиши, чему кретных ситуаций, в которых оно было выделено, а в дал ьнейшем — воз- 

о записать можность разных интерпретаций. Таким образом, употребление буквен- 

к ных обозначений является первым шагом на пути выделения отвлечен- 
ного числа. 


ру. г 
$ 3. Раскрытие смысла понятия «порядковое число» 
Мех 2: 
_ Представления о последовательности как способе фиксации и хра- 
информации возникли уже в глубокой древности. С 
это ‘использовались узелки, зарубки, части тела и т.п. Напри- 
иер, дот, описывая поход Дария на скифов (\1 в. до н.э.), приво- 


ие, данное ионийцам, которое сводилось к следующему: жди- 


лько дней, пока не развяжите все узелки на этом ремне, раз- 


› одному в день. Ясно, что каждый узелок завязывался в соот- 
д "ча 'намечались вполне определенные дейст- 
‚поступал. с 
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натуральным числом. Несмотря нато, что элементы подобной послед. 
вательности между собой неразличимы, информация, которую несет ках. 
дый из них, существенно различна. Она определяется местом, занимак. 
мым данным элементом в последовательности. При таком способе ука. 
занное место требует хранения и воспроизведения всего отрезка, пред. 
шествующего данному. Неудобства очевидны. Поэтому выходом Из ПОЛО: 
жения является построение такой последовательности, каждый элемент 
которой отличен от всех остальных и, значит, характеризует место, ко. 
торое занимает. В то же время эффективное ее использование требует 
запоминания соответствующих элементов в точно фиксированном поряд: 





ке. С другой стороны, это требует изобретения все новых символов. Лег. 
ко видеть, что построение такой последовательности, в которой каждый 
элемент характеризует занимаемое им место, возможно только в том слу: 
чае, если установлено правило получения каждого следующего элемен: 
та. Эта задача оказалась чрезвычайно трудной и была удовлетворитель- 
но решена только с изобретением позиционных систем счисления. 
Теоретическое обоснование такого подхода к понятию натурального 
числа было предложено лишь в середине ХХ в. Наиболее завершенный 
вид оно получило в трудах Дж.Пеано, который отчетливо выделил систе 
му основных понятий, не определяемых через другие, и те гребования, 
которым эти понятия должны удовлетворять. Все же остальные понятия 


и свойства системы натуральных чисел определяются через основные и 
доказываются как следствия явно высказанных требований — аксиом. 
Итак, согласно Дж.Пеано, система натуральных чисел — это непустое 
множество, элементы которого связаны отношением «непосредственно 
следовать за», удовлетворяющее следующим условиям — аксиомам: 


1. 0 есть натуральное число, оно не следует непосредственно ни за ка- 
ким натуральным числом. 
2. Непосредственно следую 


туральное. я 


3. Если натуральное число а непосредственно следуют з 

числом фи за натуральным числом с, то фи с совпадают. 
_ 4. Если за натуральным числом а непо 
ное число ви натуральное число с, тофи 
_5. Если какое-либо утверждение справедливо для 0 и если из предпо- 
ложения его справедливости для некоторого числа а следует справедли- 
вос го утверждения для непосредственно следующего числа, то это 

справедливо для всех натуральных чисел. 

непосредственно следующее за а число а', то после 
ых чисел, согласно указанным аксиомам, может 


щее за натуральным числом есть число на- 
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тельно, если какое-то утверждение справедливо для первого натурально- 

го числа и из справедливости его для некоторого числа вытекает спра- 

ведливость данного утверждения для непосредственно следующего за 

ним, то это значит его справедливость для любого натурального числа. 

Поэтому данную аксиому принято называть аксиомой индукции. 

“>. ь ГГрассман показал, как для вии чисел могут быть определены опера- 
№ ции сложения и умножения. Определение сложения таково: 


о Сарны 
Мп я ребе 2) а+Ё = (а+6)'. 
тов. Л }] Для того, чтобы показать, как такое определение может применяться 


каждь | на практике, обозначим несколько первых элементов натурального ряда 
какими-нибудь символами. Например, так: 


май 9 ==, = а, 9'=\, У =Л,Л'=Ц,.... 


м 
Получили последовательность: 
в. о11амли.... 

Тогда, согласно определению, сумму. -| + 4 можно найти так: 


1+4 (1+1) - ((1+1))'- (1+0) - 











о у (ау у -^ 
следовательно, 
ит ) +9=^. 






7 азом, второе слагаемое записываем через предшествующий 

ему элемент ряда до тех пор, пока не придем к слагаемому, равному нулю, 

только в этом случае сумма известна, затем следующие элементы 

столько раз, сколько понадобится, чтобы дойти до места, оп- 

о вторым слагаемым, начиная это движение от места, зани- 
вым слагаемым. - 

‘ельно, мы находим суммы первого слагаемого со всеми эле- 
ка, предшествующими второму слагаемому. Поэтому данное 

‘называют также рекурсивным. От гесиг\!ю (бегу назад). 

от процесс можно представить так: 


Мох реек ом 
мел. и о 4:Па > 
О ГЯ 
уже, 4 
индукции легко доказать ассоциативность и 
е показать, что всякое натуральное 
и 
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озщщуенгученеы енко 
=. 


Ур «нау тым 5 









‚а> тогда и только тогда, когда найдется такое натуральное ся 0, чт 


а=6+с. ы 
Ранее было показано, что сумма 6 + спри ся 0 может быть найдена 


перемещением по натуральному ряду от 6 на с элементов. Поэтому а>} 


также означает, что а находится в натуральном ряду «дальше», чем 6. Это 
определение также означает, что сумма больше любого из слагаемых, если 

хотя бы одно из них отлично от нуля. 
Содержательный смысл отношения «>» показывает, что это отноще 
ние является линейным порядком и он совпадает с естественным поряд: 


| | ком расположения чисел в натуральном ряду. 
| 1 Нетрудно также показать, что для сложения выполняется свойство сокра: 
| тимости, т.е. из а+ с= 6+ сследует, что а/= 6. И выполняется свойство моно: 
| тонности сложения относительно порядка, т.е. из а> В следует а+ с>6+с 
Умножение определяется также рекурсивно следующими равенствами: 
Г а: 0=0; 
| 2) а: 6 = (а: Б+а. 
| | й Таким образом, определение умножения задает правило нахождения 
м 





















произведения любых натуральных чисел, если известно, как находить 
суммы таких чисел. | 

Отметим, что из определения умножения, так же как и из определе 
ния сложения, не следует, что для любых двух натуральных чисел суще 
ствует и единственна каждая из этих операций, но это может быть дока: 
зано в рамках принятой системы аксиом. 

Используя введенные выше обозначения для первых элементов нату- 
рального ряда и определение умножения, найдем произведение 4 - 4. 

НС (+= (аш += 

е = (О) += (((1 0) +1) +В) += ((О+и+ьна= 
ЗО Е ОК у (+++. 
_ Если воспользоваться содержательным смыслом сложения, то соответ- 
ствующий произведению (-1 : 4 элемент ряда может быть найден так: 
ед. а ПВА 
онных т } 


и ЧН 








ВМ кв .а=Ц. 

ической индукции нетрудно доказать, что умножение 
коммутативно, связано со сложением дистрибутивным 
умножения выполняются также законы сократимости 
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Покажем, что каждый элемент последовательности натуральных чи- 


| { Г, 
ото и, сел может служить обозначением конкретного количественного числа, 
>, т.е. служить средством фиксации, хранения и передачи числовой ин- 
гае } формации. 
м Пусть дана некоторая совокупность А, обозначим ее мощность буквой а. 
это Возьмем последовательность 
м. 

Нным им | Я ТаУлиУмЭР... , 

^. № ь Устанавливая взаимно однозначное соответствие так, как показано на 
ИСТво, | рисунке 68, получаем, что перебор предметной совокупности заканчива- 


лы ется на месте последовательно- 
сти, обозначенном символом 
авенстьаи \. В этом процессе элементы А 
\  упорядочились вполне опреде- 
" ленным образом, подобно тому, 
нахожд ‚ как упорядочен отрезок нашей 
и  последовательности. Для того, 
ак нахо — чтобы убедиться в том, что дан- 
ный символ \ может быть так- 
тз опредви — же и характеристикой числен- О 
т ности А, надо показать, что он 4 вы ЧУ ли У Э Е 
не зависит от порядка, в кото- 
ром располагаются элементы А 
в процессе установления взаим- 
но однозначного соответствия. В действительности верн 
нечные множества одной и той же мощности линейно упорядочиваются 
подобно одному и тому же отрезку натурального ряда и поэтому наиболь- 
шее число этого отрезка является и характеристикой численности каж- 
дого из них. Поэтому можно заключить, что а= \. 
Каждый отрезок натурального ряда, т.е. множество всех чисел, мень- 
ших данного натурального числа, следовательно, и всякое подобно ему 


упорядоченное множество определяет порядковое число. 
Иными словами, в процессе пересчета некоторой совокупности спо- 
вления взаимно однозначного соответствия между элемен- 

ости и некоторым отрезком натурального ряда мы получа- 
> число, которое отвечает на вопрос «который по счету?», 
чественное, отвечающее на вопрос «сколько?». То есть, 
элементу последовательности номер, для ответа на 
убедиться ‚в том, ЧТО последний приписывае- 
зависит от того, какие именно номера 


ьности 0 является 








Рис. 68 






о, что любые ко- 



































Пример 1 

1.1. Для кролика заготовили морковь. Он каждый день съедает по од 
ной. На сколько дней хватит моркови кролик)? Отметь на рисунке 69 
красным цветом эти дни. 

м ма < ` 


)м 
72207009Е.. 


1.2. Винни-Пух завязывает узелок «на память», как только сочинит но 
вую песенку. На рисунке 70 изображены эти узелки, 1 1арисуй столь 
дратиков, сколько песенок сочинил Винни-Пух. 


ты. 


1.3. Катя, Оля, Лена и Таня встали так в ряд, как показано на рисунке 
71. Кто стоит между Катей и Таней? Кто стоит за К 
Таней? Лена хочет, чтобы ее соседями были О) 


тогда встанут в ряд девочки. 


оХоХоЖо 


1.4. Катя нарисовала последовательность так: 
чм „Гуми 2) 


И ЛОбОлОНСА.. 


а Маша так: < | 
ВОИ Кам Нилодго: Л 
ТУ 41 ВА Оаулиу\уоэн. 
- ал Вы №» ЗОЧАНАЦ Рис. 72 
а ие ен ви 
Н последовательности знак, 
знак \ в Машиной посл 


ь . 


Рис, 69 


ко ква 


Рис. 70 


атей? Сразу перед 
я и Катя. Нарисуй, как 


который стоит на том же 
едовательности (рис. 73), 


довательность Маши? 


етя и Ваня нарисовали последо- 

< & Ваня такую: 1 Ш л@РО... и 

› Петя и Ваня не ошиблись, если 
ЧАЗУЛИМ ЭР 








ри 





$. - Покажи все знаки последовательности, которые предшествуют |; все зна- 
ки, которые находятся между 4 и Э. Можешь ли показать все знаки, ко- 
_ торые следуют за У? 





Рис. 73 


Рис. 74 


_1.7. Найди знак Катиной последовательности, которым будет обозна- 

чена последняя игрушка в ряду, если она расположила игрушки так: ® О 
Ф®Ф$. Расположи Катины игрушки в другом порядке. Каким знаком 

| 3% будет обозначена последняя игрушка в твоем ряду? Нарисуй в овале все 
| # игрушки. Обозначь их количество буквой а. Каким знаком последователь- 

у ности можно записать это количество? 

1.8. На рисунке 74 изображены Машины и Ванины тетради. С помощью 
Катиной последовательности найди, каким знаком можно обозначить ко- 
личество тетрадей Маши и количество тетрадей Вани. Как расположены 
эти знаки в последовательности? У кого из них больше тетрадей? 

1.9. Найди и запиши, чему равны количества а, В, си 4, изображенные 
на рисунке 75, с помощью последовательности: 1 4 4УЛИ\ЭН... 

ке стол итехаикисива 


© о 
к <. 
О 
а 
бет ИТМО Зымало 


ода о Саки лег 
ичество нельзя записать с помощью знаков этой последова- 
2 ` осл гельность знаком 0. На каком месте по- 
льности нужно поставить этот знак? 
т ью знаков последовательности О 1 1 а4УЛИУ\УЭН... 
количества, изображенные на рисунке 76: 


та РИН сле ва +9 





ВИ. 





Рис. 75 








№1. Нарисуй количества а = 4, $=\, с= ©, 4= Л, если они обозначе- 
ны с помощью последовательности: 
> О11аули\Э ре... 


Пример 2 


`2.1. Во дворе гуляют а мальчиков и 6 девочек (рис. 77). Найди и запи- 
|| ; ши, какими знаками последовательности О 1 Е 4ЧУЛИ\МОРНЕ... надо 
| обозначить количества а, $, а+ 6, если 





Рис. 77 


Можно записать а+ 6 =М+Л=Н. 
Объясни, почему сумму \ + Л можно найти так, как показано на рисун- 
ке 76: 
34 пальмовое. 
Оам: 


2.2. Найди, чему равны следующие суммы, если использованные знаки 
есть элементы последовательности О 11 4Ули\Эре.. : 


++, 1+4, УЗ, а+У, 9+4, 4+9, рР+0, О+ы. 


Какие из этих сумм равны? Запиши равенства. 

-` 2.3. В первом ряду школьного зала сидели Л первоклассников, а во вто- 
ром — Э первоклассников. На каком ряду их больше? Отметь красным цве- м 
‚число первоклассников в первом ряду, а зеленым — во втором, если 
эти числа являются знаками последовательности О 11 4УЛи\ Эр е... 
Найди, какое число нужно прибавить к Л, чтобы получить Э. На сколько 
г больше первоклассников сидели во втором Ряду, чем в первом? На сколь- 

ко их меньше в первом ряду, чем во втором? 
2.4. На одной полке 4 книг, на другой на У больше. Запиши выражени- 
ество кн: рой полке. Найди его значение, если все чис- 

нат ности О 1 1 4ули\ эре... 

‚ ЭТО число на | меньше, чем число стра- 
количество страниц, прочитанных 


8 если все числа — знаки после- 























аши Э карандашей. Л карандашей она отд. 


ала сестре. Запиши 
чество оставшихся у Маши карандашей выра 


жением и найди его 


чение, если все числа — знаки последовательности О 1 1 4УЛи\У 


эро... 


Значение этой разности можно так найти: 


о. 
МУаЕ+о 


но. Э-Л=а. 


_ Число 4 показывает, какое число надо прибавить к Л, чтобы получить 
д _Э.Действительно, 
очтауми ур е... 
: 
О: 
Следовательно, если Э-Л=а, то Л+а=5. 
Найди еще одно выражение, значение которого также известно. 
°— Проверь себя с помощью последовательности. 
— 3,2. Ване Э лет, а его сестра на 1 года младше. Запиши выражение, 
* ее количество лет Ваниной сестры. Найди его значение с 
помощью последовательности О 4 + а\Н\оРе... 
° 3.3. День рождения Пети наступит через р дней, а день рождения 
м [аши на 4 дней раньше. Через сколько дней наступит день рождения 
®— Маши? Запиши выражение и найди его значение с помощью последова- 
тельности © 11 ами \Э Не... 
3.4. Петя и Ваня сажали ель смородины. Петя посадил \ кустов. 
Это оказалось на + кустов больше, чем посадил Ваня. Каким выражени- 
‘записать количество кустов, которые посадил Ваня? Найди 
: руиыражения с помощью последовательности О | Е 4УЛ 
р © р 
помощью последовательности О 4 4УЛИУ ЭНЕ... Петя 
о И - 1 =У. Запиши еще два равенства с этими числами и про- 


ё 


ГЕ а 


за У дней. Каждый день она прочитывала 
колько страниц содержит книга, если чис- 
Оч ие >. 








Так поступаем до тех пор, пока количество отмеченных днеи не станет 
равным У. Получаем: 


Последний отмеченный знак последовательности показывает искомое 
число страниц в книге. Это число равно Э. Его можно записать выраже- 
| нием 1+ +1 + 1, где число слагаемых равно У. Значит, число стра- 
ниц, прочитанных Машей, можно записать как произведение Ш .У. Оно 
равно Э. Получили равенство 
| -М=Э. 
| Петя читал эту же книгу 4+ дней, но: каждый день прочитывал У стра- 
ниц. Найди произведение У : 1. 
| Прочитал ли Петя всю книгу? 
| 4.2. Катя решила -Ё задач по математике, а Ваня в 4 раз больше. Ис- 
пользуя последовательность О 14 4УЛИ\ОЭРНЕ..., найди число задач, 
которые решил Ваня. 

4.3. В доме, где живет Катя 4 этажей. Это число в раз меньше, чем 
| у число этажей в доме, где живет Ваня. Используя последовательность 
Офа\улиу\ЭРе..., найди число этажей в Ванином доме. 

4.4. Маша получила У отличных оценок по математике, а Петя — Э от- 
личных оценок. Во сколько раз число отличных оценок Пети больше чис- 
3 ла отличных оценок Маши? Найди это число с помощью последователь- 
ности О 4 4аули\Эне.... 
Для того, чтобы ответить на этот вопрос, надо найти, на какое число 
следует умножить У, чтобы получить Э. Это можно сделать так: 














4 Ч 
хОнован ист т 
оч амл иуэре.. 
О-ау 


_ Схема показывает, что У - 4 =. Таким образом, Петя получил в 1 раз 
больше отличных оценок. 


_ Пример 5 
_— _Б.. № книг поставили на полки. На каждую полку \ книг. Требуется 
найти, сколько полок заняли эти книги. 
6 того, чтобы найти число полок, можно поступить так. - 
следовательности О 11 4\ЛУ\МЭРеШ д... число У, 
ного места продвинемся еще на У мест. Будем поступать 
не дойдем до числа А. 3 тИа р 














т. а 
ОЕаУ Ану бошх 
Оаху 

Оаху 


значит, что число п 
олок равно так } 
3 ому числ : 
ько у ‚ которое показыв 
=. умножить У, чтобы получить А р . ‘чл 
ь : 
ы записать с помощью действия деления А: У=4 
довательно, если У: 4=Л, од: У=а 
Пете надо реши : 

‹ ть ^ ач й Е т 
р а, за 4 дней. Он задумал ежедневно решать 
а Ра . Сколько задач требуется ему решать каждый день? 

ы зад: тЫ рое а дме решать каждый день Петя — это такое чис- 
в“ горое на а, получаем Л. Значит, оно равно частному Д : 4. 
- наити с помощью последовательности, можно поступить так: 


... 


ОтЕаУл 


едовательно, Д : 4 =У и Пете каждый день нужно решать У задач. 


‚ если Л :4=\У, то У -а=А. 
йди, во сколько раз ТТ больше Л, если эти числа — знаки после- 


ъности ОЧ Шали орРешдоахт.... 


ши три равенства. 
В зимние каникулы Маша 
чем число дней, когда она ходила на 
(и, сколько дней ходила Маша на елку, 


ельности 94 4 4УЛИЫУ 5... . 
пи частные © : Л, © :-1; Ц : 9. Запиши произведения, которые 


ом узнаешь, если числа — знаки последовательности: 
 ОЕЗУЛИМЭРе.... 
оклассники изготовили для новогодней елки гирлянду из крас- 
к флажков. Красных флажков оказалось в 4 раз больше, чем 
х — Ц штук. Всего флажков в гирлянде А штук. 
авенства, которые известны. `_ ‚ 


каталась на коньках И дней. Это в 4 раз 


елку. 
если все числа — знаки по- 


пон уж 
де к 


+5 СТ <. уд уни 
величины  _ 


Тя а 
Рот. 





я жд ` 


$ нятию длины. Сравнение физических объектов с помощью рычажных 
| весов приводит к понятию массы, сравнение длительности процессов — 
к понятию времени и т.п. 

Причем мы рассматриваем свойства, что при сравнении объектов по 
| такому свойству имеет место одна и только одна из возможностей: либо 
| оба объекта обладают исследуемым свойством в равной степени, либо 
| один из них обладает этим свойством в большей степени, чем друг ой. 
| Такое положение позволяет найти класс объектов, обладающих указан- 

ным свойством в одной и той же мере, и считать то общее, которым об- 


ладают все объекты данного класса, величиной определенного рода. 
Тогда в пределах системы всех однородных величин (т.е. в пределах 
| всех длин, площадей и пр.) можно установить отношение неравенства: 
две величины одного и того же рода либо совпадают, либо одна из них 


| больше другой. 

Для каждого рода величин определенным образом устанавливается 
операция сложения. Например, суммой двух длин является длина такого 
отрезка, что он составлен из отрезков данных длин так, что оба от резка | 
расположены на одной прямой без промежутка и без наложения одного 
на другой. Суммой двух масс является масса двух предметов и т.д. 























| Отсюда следует, что если аи 6— длины, то сумму а® можно найти следу- 
ющим образом. Возьмем отрезок АВ длины а, затем отрезок СО длины 6. На 
прямой [построим отрезок А'В', равный АВ, и отрезок С’)’, равный СО, 


так, что точки В’ и С” совпадут. Если длина А’О’ равна с, тоа®Ь= с. 
В пределах системы каждой из рассматриваемых однородных величин 
отношения неравенства и операция сложения обладают определенны- 
ми свойствами. 
1. Каковы бы ни были аи 6, имеет место одно и только одно из соотно- 
шений а= 6, ах, а>6. 
2. Если а<фиф< с тоа< с. 
3. Для любых двух величин аи 6 существует единственным образом 
определенная величина с такая, что а ® ф= с. 
4. Для любых двух величин а, 6 а®ф=ф® а. | 
° Б. Для любых величин а. фис а® (Ь® 6) = (а®) ®Фс 
я любых двух величинаиф а®ф> а. Г 
и а > 6, то существует одна и только одна такая величина с, что 
* А +. у 
о величину а можно представить в виде суммы двух величин } 
и, в виде суммы равных между собой величин. 
ет, что любую величину можно представить в виде сум- 
го числа величин, меньших данной. В частности, для 
а найдется такая величина 6, что а=5ФЬ® ... ®вили, 
= п— число слагаемых. . 
м аив, найдется. такая величина с что 


и»... 
1 величина &и некоторая величина е того же рода. Тогда, 
гву 9, найдется такая сумма Фе® ... Фе= с, что с> а. 
два случая: _ 
рая часть слагаемых этой суммы в точности равняется а. В 
чае мерой величины а, измеренной единицей е, называется чис- 
е мых, сумма которых дает а, что записывается 


т„(а) = п. 


1 слагаемое суммы дают величину, меньшую а. Тогда получаем 

п-1 < т(а) < п. 
— В этом случае говорят, что мера а, измеренная единицей г, прибли- 
_ женно равна п- 1 с недостатком и равна приближенно п с избытком. 
ив силу свойства 6, имеем, что большей величине при фиксированной 
единице измерения соответствует большая мера. 
_ Прежде всего отметим, что в качестве единицы измерения может быть 
взята любая величина данного рода. Отсюда следует, что мера или чис- 
ловое значение любой величины определяется в зависимости от выбран- 
ной единицы, поэтому число, являющееся мерой величины, имеет впол- 
не определенный смысл, если только указана единица измерения. Такое 
число иногда называют именованным. В этом состоит одно из кардиналь- 
ных отличий чисел — мер величин — от чисел, являющихся характерис- 
тикой численности предметной совокупности, которое определяется од- 
нозначно данной совокупностью. Для мер величин выполняются следу- 
ющие свойства: 
_ 1) свойство аддитивности: мера суммы величин равна сумме мер этих 

личин при условии, что все величины измерены одной и той же еди- 


р м 
ЖА 


‚ _ тдафи = то) + т; 


титликативности меры: мера данной величины в «но- 
рения равна произведению меры исходной единицы 
ой» единице на меру данной величины в исходной еди- 


го равенство 


и свойства могут быть легко усмотрены. 
а =е®еФ...®ё, 5 =еФе®...Фе, отсюда 
2 я ме ира = 








а=(е, ®...Фе)+(е, ®...Фе,)+...+(е Ф...Фе,). 
ле Зе < 2 ие 


А А К 
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Отсюда 
т, (а) я т, (6)  т‚(а). 


| Свойства аддитивности и мультипликативности меры позволяют оп- 
ределить операции сложения и умножения для чисел — мер величин. 

Если п= т„(а), = т, (6), то п+ = т (а Ф 6). Иными словами, сумма п + 
К есть мера величины а ® 5 в той же единице, если п — мера а, А— мера 6. 

Пусть аи 6 — длины, пи А — числовые значения этих длин в выбран- 
ной единице измерения. Тогда, чтобы найти сумму п + А, можно посту- 
пить следующим образом. 

Возьмем отрезок произвольной длины в качестве единицы. Построим 
отрезок, длина которого равна п, и отрезок, длина которого равна /. По- 
строим сумму отрезков. Измерим полученный отрезок в той же единице. 

р Это число'и есть искомая сумма (рис. 79). 


| А 
.—— 


|. О 


т, (аФЬ) =п-+Ё 


Рис. 79 


Если п= т/(а), к = т, (6), то произведение #: = т, (а). Таким образом, 
произведение А - п есть мера величины а в такой единице е, что мера пер- 
воначальной единицы, в которой мера а равнялась и, в единице в, равна А. 

Пусть а, в в, — длины, п— числовое значение длины а в единице г, #— 
числовое значение длины ев единице в.. Тогда, чтобы найти произведе- 
ние # - п, можно поступить следующим образом. 

Возьмем отрезок произвольной длины в качестве единицы её, затем 
построим отрезок е, длина которого равна # = т, (6). Построим отрезок 
а, числовое значение длины которого равно п = т,‚(а). Измерим этот от- 
резок единицей е.. Полученная мера есть искомое произведение (рис. 80). 

т, (е) =Ё 
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т, (а) =п 
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ы, удовлетворяющие. свойствам 1-9, принято называть адди- 
-скалярными или положительными скалярными. В силу того, что 
их свойства одинаковы, любую аддитивно-скалярную величину можно 
изображать с помощью длин отрезков. 
_ Если с этой целью взять луч, то каждая его точка соответствует впол- 
не определенной величине, равной длине отрезка от начала луча до рас- 
] сматриваемой точки. Фиксировав на луче некоторую точку Ё, можно со- 
ответствующую ей длину взять в качестве единицы измерения. Тогда каж- 
дую длину, изображенную на луче, можно измерить этой единицей. Каж- 
\ дая величина, являющаяся суммой величин, равных выбранной единице 
измерения, может быть отмечена соответствующим числом (рис. 81) 


„Одо 5; А 
‚ Если величина а равна ®е® ... ® се, то найдем точку А, соответствую- 
щую этой величине такую, что длина ОА равна мере а в единице г. з 

Нетрудно видеть, что величины, представимые в виде суммы величин, 
равных единице измерения, далеко не исчерпывают всей системы вели- 
чин данного рода. Это значит, что натуральных чисел недостаточно для 
того, чтобы каждой величине можно было найти соответствующую меру 
при фиксированной единице измерения. Геометрическая интерпретация 
натуральных чисел делает очевидным свойство дискретности множест- 
ва натуральных чисел, которое означает, что найдутся такие пары чисел 
ти п, что «между ними» нет никакого натурального числа, т.е. неравен- 
ство т < < пне выполняется ни для какого натурального (. 

Суммы и произведения натуральных чисел можно найти, используя их 
‘представление в виде мер величин на луче. 
_ Пусть ОЕ взят за единицу измерения, ОА — длина, числовое значение 

_ которой вединице ОЁ равно п, ОВ — длина, числовое значение которой 





Рис. 81 











НЕ ице ОЕ равно ^. ы 
— Тогда на луче отложим от точки А отрезок, равный ОВ, получим точку 
'ОСлизмеренная единицей ОЕ, равна сумме п + К (рис. 82). 


В @ 
п Е т-+Е Рис. 82 









; ве \ е с нача- 
я найти произведение  ` п, то построим на луч 
езки ОЕ и ОЕ, такие, что ток, (ОЕ) = ®. Затем построим 

; ‘сумме п‚отрезков ОЕ. Измерим длину ОА единицей 


о есть произведение к.п (рис. 83). 
же = — $ < А 


(ОА) =п 
т (ОА) =. п 




















„Можно заметить, что результаты сложения и умножения чисел, рас- 

сматриваемых как меры величин, не зависят от выбора единицы измере- 

1 ния. Хотя именованные числа задают вполне определенные величины, 
операции над числами и величинами совершенно различны. Например, 





- | операция сложения величин не только не совпадает с операцией сложе- 
| | ния чисел, но и имеет существенно разный смысл для каждого рода ве- 
личин. В системе однородных величин не определена операция умноже- 

р" ния, в то время как для чисел такая операция всегда выполнима и един- 


‘ственна. Но величину можно умножать на число, получая при этом вели- 
чину того же рода. Подчеркнем, что рассмотренные выше операции сло- 
жения и умножения являются операциями над числами, но не над вели- 
чинами. Хотя эти числа генетически являются мерами величин, резуль- 
тат каждой из операций не зависит от выбора единицы измерения. 

‚ Отметим, что для чисел выполняются свойства 1-9 и с этой точки зре- 
ния число можно трактовать как частный случай величины. Но в то же 
время есть свойства чисел, которые не выполняются для аддитивно-ска- 
лярных величин, поэтому требуется четкое разделение ПОНЯТИЙ «ЧИСЛО» 

| И «величина». 

Подчеркнем еще одно отличие множества натуральных чисел от сис- 
темы положительных скалярных величин определенного рода. Множе- 
ство натуральных чисел линейно упорядочено и порядок этот дискре- 
тен, а линейный порядок на множестве величин непрерывен. Это свой- 
х, ство можно наглядно описать. Пусть имеется бесконечная последователь- 
ность таких отрезков, что каждый следующий находится внутри отрезка 
предшествующего ему. Тогда имеется единственная точка, принадлежа- 
щая всем отрезкам этой последовательности. То есть в системе положи- 
тельных скалярных величин нет «дырок». 
® Но мы видели, что множество натуральных чисел можно рассматри- 
_ вать совершенно независимо от понятия величины и различными спо- 
_ собами. Понятие «величина» имеет практический смысл только в том 
‚ если величина измерена. Процесс же измерения требует того или 
гения о числе. 

‚ являющихся мерами величин, можно естественным обра- 
ъ операции вычитания и деления. 

ству 7, если величины а и фтаковы, что а> 6, то сущест- 
я величина с, для которой справедливо равенство а = 
пей величине при выбранной единице измерения 
мера, то для чисел пи А таких, что п>ипт= 

т ноте чисел = “_ 

: цию чисел — мер величин, раз- 
’на рисунке 84. Ку врбуто 
45$ лузоыР 502 СЯ 


































‚найти частное п: #, гдеп= т(а), = т(5). По свойству 


ивности меры имеем т/(а) = т, (5) - т,(а). Отсюда п = А- 1 
. Значит, (= т: Ё (рис. 85). 


й 


ли положим и = т(а), &= т‚(а), то из равенства т (а) = т/(6) - т(а) 
ядем, что частное я: А= т, (5), следовательно, частное есть мера вели: 
фв единицах в, если мера а в единицах есесть п, а мера а вединицах 


с ГЬ .Ё. . _ 
Та им образом, частное может быть найдено двумя разными способа- 
В ‚первом случае его принято называть делением по содержанию, а 
ом — делением на равные части. 
ветствующая геометрическая интерпретация во втором случае 


быть такой (рис. 86). 


а 


А 


т (а) = п 
т,‚(а) = 
Рис. 86 


отметить, что произведение чисел — мер величин — мо- 
аче истолковано. Такое истолкование восходит к Н.И.Лоба- 
ис 


9: . : и 








т, (с) = п 
2 3) т (с) МЫ Е. Рис. 87 






















Именно такое определение умножения дано в учебнике!, хотя и в дру- 
гих терминах. 

Существенно, что определение Н.И.Лобачевского является общезна- 
чимым, т.е. оно применимо как во всех интерпретациях натуральных 
чисел, так и в более широких числовых системах. 

Например, количественное число! р можно рассматривать как сумму 
единиц, и поэтому произведение а- 6 получается заменой каждой едини- 
цы, составляющей а, на 65. Таким образом, имеем: 


= + 1+... +1; 
а`6=а+а+... +а. 
Еслиаиь— характеристики места в последовательности, то для полу- 
чения произведения @ ` 6 надо каждый знак отрезка последовательности 


от 1 до взаменить отрезком последовательности от 1 до а. Знак, х 
ризующий полученное место, и есть искомое произведение. 


Если аи 6— дроби, =", риа 


аракте- 


‚ То так как В происходит из единицы 


х 4 
у делением ее на 4 и умножением на Ь, то, поступая также с а, получаем 
и 
т 
в =. 
вет 29 


у Если считать, что число -5, противоположное натуральному 6, есть 


веку (-1) = -6, то произведение а-(-5) = (-а)+ (-а)+...+(-а)=-а-6. 
К рИОЬИЕ авы 
__ Таккак - (-а) = а, то произведение 
в. ие ©4)СВ=(ССа))+(-(-а))+...+(-(-а)) =аза+..+а 
о с -а-8 


часть книги «Алгебра или вычисление конечных» Н.И .Лоба- 
едназначал для учащихся гимназий. В предисловии к рукопис- 
«Алгебры» он отмечал: «Два года читается Алгебра в Ка- 


раз 










‚гимназии под моим руководством, и в последнее время я имел 
ричину восхищаться успехами детей. ...Затем готов я думать, что 
и учение Математики, столь свойственное уму человеческому, остает- 
ля многих безуспешно, то это по справедливости должно приписать 
недостаткам в искусстве и способе преподавания»'. 

_ Познакомить школьников с представлением о числе как мере величи- 
ны можно, если организовать их познавательную деятельность с опорой 
на следующие смысловые узлы. 

р: т 

ый ример 1 

_ №1. Дети получают полоски разной длины. Требуется так их распреде- 
лить по группам, чтобы в каждой группе были полоски одной и той же 
длины. 

_ Последовательность рассуждений, азначит, и последовательность дей- 
ствий может быть такой: 

1. Беру две полоски, наложением сравниваю их длины. Если длины 
равны, то отношу их в одну группу. Если длины различны, то отношу их 
в разные группы. 

_ 2. Беруеще одну полоску, сравниваю ее длину с какой-нибудь полоской 
из имеющейся группы. Если длины совпадают, отношу выбранную поло- 

_скув эту группу. Если длины различны, то беру полоску из другой имею- 
щейся группы и сравниваю ее с выбранной. Если длины совпали, то от- 
ношу выбранную полоску в эту группу, если нет, то сравниваю выбран- 
ную полоску с любой из оставшихся групп. Так поступаю до тех пор, пока 

ы не найдется группа с полосками такой же длины, как выбранная. 

_ 3. Если длина выбранной полоски не совпадет ни с одной из длин по- 

осок уже имеющихся групп, то образую новую группу. 

Так поступаю до тех пор, пока не останется ни одной полоски. 

2. Выбери.из каждой группы 
дной полоске. Расположи их 

ядке возрастания длин, 

каждая более длинная по- 

ледовала за каждой более 
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отрезки, длины 
ты длинам данных 
ядке их возрас- 


ва ВАА 24: 





















игрушки, массы которых равны, и 
запиши в строку первые буквы их на- 
званий. Изобрази каждую массу от- 
резками так, чтобы большей массе 
соответствовал больший отрезок. 
1.5. На рисунке 89 изображены 
Маша, Петя, Ваня, Таня и Оля. 
Стрелки говорят: «Я старше тебя». 
Изобрази отрезками возраст каж- 
дого из них так, чтобы большему 
возрасту соответствовал больший 
Рис.89 Отрезок, а одинаковому возрасту — 
равные отрезки. 
1.6. Сравни длины отрезков @ и 6. На схеме поставь стрелку, которая 
говорит: «Я длиннее тебя» (рис. 90). 


око 


Рис. 90 


`1.7. Сравни длины отрезков а, ви с. Нарисуй схему, на которой стрел- 
ки говорят: «Я длиннее тебя» (рис. 91). 


Рис. 91 
1.8. Сравни длины отрезков а, 6, си 4. Используй луч с началом в точ- 
_ ке О. Нарисуй схему с говорящими стрелками (рис. 92). 
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Й отрезок, длина которого @больше длины отрезка 6, изоб- 
рисунке 94, на с. 
ой. езок, длина которого а, меньше длины отрезка р, изо- 
на рисунке 95, на с. 
рой отрезок, длина ко- 
о а равна сумме длин отрез- 
гс, так, чтобы начало этого 
‹а совпадало с началом луча, 
ображенного на рисунке 96. 


——- сч 
ей 
и 8: т ч! о 
о М» мин! 


ку `щ _При мер 3 
см |’ и. „д Построй отрезок, длина которого равна сумме длин данных отрез- 
№ _ ков, каждый изкоторых имеет длину, равную е (рис. 97). 


е е 
и Рис. 97 
ККИ 
а Длина данного отрезка равна в (рис. 98). Построй отрезок, длина 
го равна сумме длин такого количества отрезков, равных данно- 
© е обозначено знаком У последовательности О 14 9\АЛНЦУ.... 
ИС 
Фан ыд— Рис. 98 
№. ый 
иши длину отрезка ОА как сумму длин отрезка ОЁ, если длина 
(рис. 99) 
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в Е. А 
4 ‚ыН- а У — ^ рис. 99 


и и балом ии» 
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изоб  вевного. на рисунке 100, как сум- 
В оаликрватольнккти ©. ]ЕЗУЛИУМЭН.... 


сон дндава „БР ОР 
‚ га) сенат м2 ее Отец, 
















_  татеравнения с помощью знаков >, < (рис. 101). 
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| у Рис. 101 
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3... 'Длины а, 6, сизмерили единицей ги получили: а= Ле, 6= 1е с=Эе 
Построй отрезки, длины которых равны а, 6, си расположи их в поряд- ‹ 
ке возрастания длин, если использовали последовательность О 1. 4УЛ й 
И\УОН..., а длина етакова: е 

сбить 

3.8. Длины аи в измерили единицами си (. Получили: а = 4, $ = 44 

ожно ли утверждать, что длины аи 6 равны? Выбери единицы ви {и 
проверь построением. 

3.9. Длину а измерили сначала единицей е и получили а = Уе, затем — 
единицей { и получили а = 4е. Какая из длин е или { больше, если для 
записи результата измерения использовали знаки последовательности 





О1а\улнуэн+6.... 

Пример 4 р 
” 4.1. Построй отрезки длиной аи 6, если а=Уе 5 = 1е. Построй отрезок, у 
длина которого равна сумме длин аи 6. Измерь длину полученного отрез- Е 
ка той же единицей е, если е — длина отрезка 2“. Запиши результат из- 

г с помощью последовательности О 1 4улимореш.... д 
‚ Найди сумму У + 1.’Сравни сумму У + 1 и результат измерения. 

4.2. На данном луче построй отрезки ОА = ЛОЕ, ОВ = ЦОЕи ОС, длина ; 
которого равна сумме длин ОА и ОВ. Измерь длину ОС и запиши резуль- р 
тат измерения (рис. 102). 


ИУ, МК ля: . 
ай Я 


ШУ лу ортешло 
м, Кик | > Рис. 102 
У А . . { 
остр ой отрезок, длина которого сна 6 меньше, чем а, если а= Эе, ф = 
Ь ну полученного отрезка той же единицей е Единицу измере- 
у . ‘разность Э - У с полученной мерой. 
где аи 6 — длины отрезков. Найди В 
амостоятельно. Для этого 
иО4-1аули\эр 
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разности, которые известны тебе. Проверь 

В овательности О 1 а УЛНУЭН.... ее 
т. Найди разность © - Л. Для этого выбери отрезок произвольной 

длины ви построй отрезки, длины которых в этой единице равны Феи 

Ле Запиши еще два равенства, которые известны тебе. Проверь себя. 


в 5 
_ Пример 5 
_ БА, На рисунке 103 изображены отрезки длин а, в, 1. Измерь длину а 
единицей е, а длину е— единицей (. Запиши результаты измерения знака- 


ми последовательности О 1 4 4УЛИН\УОНЕ.... 


.. 


‚ о. Г? | 
ВЕРИТ 
Ут: 
р 
ви: № ' 
иль Рис. 103 
м Гат, АЙ 


у _ Затем измерь единицей Ёдлину аи также запиши: результат измере- 
ния. С помощью последовательности найди произведение  : У. Объяс- 
_ ни, почему длину а можно записать так: а = (4-Мё 

р РЕ Таким образом, длина а в единицах {равна произведению 4 -У, если 
ей > единицах е равна М, а длина.ев единицах { равна 4: 

.2. Найди произведение 41 - 9. Для этого можно поступить так: возь- 
нибудь длину Ё (см. рис. 103). Затем построй отрезок длиной ев 
и + равной -1. Потом построй отрезок длины 4 вединицах е. Из- 
‘его единицей (. Эта мера и есть произведение 1 - ©. 
рь себя. Найди произведение 1 - ас помощью последователь- 
ЧЕЗУЛНУ.... 
рой отрезок, длина которого ав У раз больше длины ботрез- 
енного на рисунке 104, если У — знак последовательности 
морешлоО.... 


единицах 6. Измерь ав единицах в, 
, ется длина ав единицах [3 



















если $ = де. Произведе- 
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Рис. 105 













и. 

которо пе аоай ерней Й 

гредставлен на рисунке 105, а - иА-— 
( А 5-Я 
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резок, длина которого а в единицах е равна е. Построй | отрезок, длина 
` которого 6 в единицах е равна Л. Измерь длину 4 единицей 6, если все 

числа — знаки последовательности О 11 аУЛИМОРЕ.... С помощью 
Этой последовательности найди частное © : Л. Сравни частное 9 : Лс 
мерой а в единицах 6. Запиши равенство. 

6.2. Возьми произвольный отрезок, обозначь его длину е. Построй от- 
резок, длина которого а в единицах е равна Э. Разбей этот от резок на У 
равных частей. Измерь одну полученную часть единицей е. Не забудь, что 
все числа — знаки последовательности О 11 4УЛлИ\МОЭРНЕ.... Н: йди с 
помощью этой последовательности частное Э : У. Сравни его с мерой 
одной из равных частей ав единицах е. Запиши равенство. 

6.3. Сравни способы получения частного в задачах 6.1 и 6.2. Сравне- 
ние этих способов позволяет сделать вывод: частное можно найти двумя 
разными способами — либо найти меру величины в «новой» единице из- 
мерения, если делимое есть мера этой величины в «старой» единице, а 
делитель — мера «новой» единицы в «старой»; либо найти меру одной из 
равных частей данной величины в «старой» единице, если делимое есть 
‘мера величины в «старой» единице, а делитель — число частей, равных 
и на которое делится данная величина. 

_6.4. По рисунку 106 найди частное О: 4 и произведение 4 : У. Сравни 
ные ‘равенства’и Мая вывод. 


Ил но я эс укуса м 


Вольск с в Г : а=Эе 





` Рис. 106 





:[ и произведение Л - 1. Сравни 
в + юр $ 54 ‚выЯ 
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ИНЦ построения позиционной системы счисления 


1 


4 о»: 


записи для каждого числа. Поэтому задача обозначения чисел на 
сьме заключается в том, чтобы выделить некоторое количество зна- 
ков и правила, по которым можно записать любое число с помощью этих 
_ знаков. Такая задача оказалась чрезвычайно трудной и была решена толь- 
ко в Ув. н,э. в Индии. Изобретенная индусами система счисления полу- 
_  чила название десятичной позиционной системы. В дальнейшем было об- 
3 ‘наружено, что не только 10, но и любое другое число, отличное от 1, 
может служить основанием системы счисления на тех же принцинах. 
РЕ Конечную совокупность, содержащую более одного знака, с помощью 
_ которых может быть записано любое число, принято называть алфави- 
том позиционной системы счисления. Поэтому каждая позиционная си- 
ря ма счисления построена на алфавитном принципе. Знаками алфавита 
’°Э обозначаются первые р чисел натурального ряда так, что каждому числу 
р сопоставляется один и только один знак. Следовательно, алфавит содер- 
ме жит р знаков. Это число называется основанием системы счисления. 
р = система счисления содержит 10 знаков алфави- 
] ра: 9. 











х рчисел натурального ряда, записывается как последовательность 
рр. Принцип построения этой последовательности можно усмотреть, 
и шать задачу счета предметов некоторой конечной совокупности. 
1 рассматриваемая совокупность содержит не более чем р- 1 пред- 

‘каждое из таких количеств может быть записано одним из 
лфавита. Эти записи получили название однозначных чисел. 
есчитываемая совокупность ‘содержит более чем р- 1 предме- 
чета единичными предметами переходят к счету одинако- 
уппами предметов, причем группу составляют из такого коли- 
ов, каково основание системы. Если таких укрупненных 
чем р- 1, то их число также можно записать знаком 
при пересчете некоторые предметы не составили ни 
ой единицы, то ‘первым членом последовательности 
укрупненных единиц, затем число предметов, не со- 
$ нной единицы. Значит, имеем две счетные 
‚ укрупненную в р раз. Они называются 
‚записи разрядовых единиц в последова- 
ьтате такого счета 
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довых единиц, полученных после очередного укруп- 
нения, не станет меньше р. Число таких единиц также можно записать 
из цифр алфавита и приписать слева к полученной прежде по- 

ности. 

_ Рассмотрим пример. Пусть в качестве основания системы счисления 
взято число 8. Возьмем знаками алфавита этой позиционной системы 
цифры: 0,1, 2. Требуется в троичной системе записать количество эле- 
ментов данной на рисунке 108 совокупности. 


Рис. 108 





| 
| «очи 
| - 
| Так как в троичной системе счисления счет может вестись только до 1 
] , трех, а пересчитываемая совокупность содержит более трех элементов, 
то строим единицы второго разряда, каждая из которых в 3 раза больше 
исходной единицы — единицы первого разряда. Так как единиц второго 
разряда оказалось больше трех, то строим единицы следующего третье- 
го разряда, укрупняя единицу второго разряда также в 3 раза. Единиц 
третьего разряда оказалось меньше трех, а именно, одна единица. По- 
этому получаем, что единиц первого разряда, не составивших ни одной 
единицы второго, — 2, единиц второго разряда, не составивших ни од- 
ной единицы третьего, — 2, единиц третьего разряда — 1. Поэтому число 
азаписывается в виде такой последовательности цифр алфавита а = 122. 
Так как единица второго разряда — это три единицы первого, а единица 
третьего разряда — это три единицы второго, то 

малых чт^ 2-2, 

Чаи; нар 2 
















разрядовые единицы, а 1, 2и2 — число единиц в каждом Е. 
ионной записи числа а. ` т 

при построении позиционной записи числа использу- Н 
еские операции: умножение и сложение. Поэтому 



























ется продолжить. А именно, делим на три полученное на пер- 
частное. Из рисунка 108, в) видим, что результат деления сле- 
записать так: 4= 1 * 3 + 2. Подставив это выражение для 4 в равенст- 
а, получим 

сей И - 2) 3+2-=Д. 3.34973 +2. 

ет егко видеть, что одну и ту же операцию деления с остатком мы сна- 
ала производим для единиц первого разряда, затем — для единиц вто- 
ог › разряда. Если бы единиц третьего разряда оказалось не меньше трех, 
то: . ‚ операцию следовало бы еще раз повторить и поступать так до тех 
пор, пока не получим частное, равное нулю. Поэтому говорят, что пози- 
ционная система счисления основывается на принципе итерации. 
оследовательные остатки, получившиеся В процессе деления, обра- 
т числа соответствующих разрядов, которые записываются в опре- 
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деленном порядке, т.е. значение каждой цифры зависит от ее места в 
записи числа. Поэтому говорят, что 

имеет место позиционный приниит [а 

записи. [@ 
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® _ Рассмотрим еще пример. Пусть тре- 
буется записать в троичной системе 
счисления число, изображенное на хо 
> Изрисунка видно, что число состо- 5) 
_ ит из одной единицы второго разря- й 
ка и одной единицы третьего разря- 4) 9 
сывается знаком 0. Поэтому 
. Остаток, равный нулю, может ‘получиться на любом шаге деле- 
гда число единиц соответствующего разряда записывается нулем. 
истеме: 
1, 6= 200, 
ЕЯ 2 


рисунке 109. 
Отсутствие единиц первого разря- ра 
ер, число, представленное на рисунке 110, следует записать в тро- 
ЕАО; 





ет, МА й мн 
+4 мБ звони 19 






129=1-100+2-10+2; 
110=1-100+1:10+0; 
901 =2.-100+0-10+1; 
900=2. 100+0: 10 +0. 


Они не отличаются от при- 
вычных записей в десятичной 
системе. Поэтому, если исполь- 
зуются общепринятые цифры 
для записи числа в системе, от- 








личной от десятичной, необхо- 
димо указывать основание сис- 
темы. Для первых разрядовых 
единиц десятичной системы 
у имеются специальные названия: 
| ‘ Рис. 111 десять, сто и т.п., для всех иных 
| оснований таких названии нет, 






















что затрудняет чтение соответствующих записей. Правильно, хотя и гро- 
моздко, запись 122 в троичной системе можно прочитать так: одна трой- 
ка троек, две тройки, две единицы. 

Аналогично можно получить и записать ‘результат измерения некото- 
рой величины в выбранной системе счисления. Например, пусть требу- 
ется записать результат измерения длины а в четверичной системе при 
выбранной единице е (рис. 112). 


а 





‚ т(а)=28=2-10+3, Рис. 112 


_ где 10 есть мера суммы е ® е ® е® е. Значит, процесс записи результа- 

та измерения в выбранной единице и выбранной системе счисления 

‘прежде всего сводится к укрупнению единицы измерения систематичес- 
ом в такое число'раз, каково основание системы счисления. 

о записи каждое число получает единственное обо- 

: г ой системе счисления. Следовательно, имеем возмож- 

‘натуральных чисел так далеко, как 

и отрезки натурального ряда в тро- 

`102 110 111 112 120 121 122 200...; 

1 32 33 100 101 102 103 110 111112 113 

раб. . 5-6! +5-.°, 








системе счис- - 

оизводить все 
ские операции. Сна- 
рим очи сло- 

о сы ы) ; 
требуется В сумму 
венных чисел. а и 6 та- 
то 4= 102,, 6 = 111.. Нари- 
эти числа "рис. 113) и их 
ко видеть, что сумма аи 6 
ит единицы а и 


| 102+111 
ого разряда: Значит, 7 
а = 220. Рис. 113 
п использовать поразрядную запись «в с” голбик»: 
\ 102 
+ 


111 


\ 220, смысл которой понятен ‘из рисунка. 
\нные числа рассматривать как характеристику места в после” 
ьности, то требуемую сумму можно найти так: 
я я 20 21 22 100 101 102` 110111 112 120 121 122 200 
0119 ю п 12 2021 
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рассматривать как меры длин аи соответственно, то 
Пион системе счисления можно найти следующим 


тве диницыу длины е длину отрезка е. со 


‚› длины которых а и 6, измеренные единицей 6, в 
‹ ления ‘равны: а= 102, = 111. Построим отрезок, 








г образом, сумму чисел в позиционной системе счисления можно 
етырьмя разными способами: 

ласно определению суммы количественных чисел и записью най- 
уммы в позиционной системе; 

но определению суммы чисел, рассматриваемых как характе- 
‘места в последовательности; 
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оахх 1 ы ве- 

. \3 со асно определению суммы чисел, рассматриваемых как меры ве 
е ГИ Ее: ^^” 4 2 р 

\ #<.97> к . > 

4). непоср венным оперированием записями чисел в позиционной 





системе с помощью алгоритма «в столбик». 

Можно выделить особые случаи сложения, для которых суммы находят- 
ся непосредственно, если опираться на знание нумерации. Их принято 
называть нумерационными. Рассмотрим примеры: 31 + 1, 22 +1, 222 +1, где 
все числа записаны в троичной системе. Легко видеть, что если последо- 
вательность троичных чисел нам известна, то для прибавления 1 доста- 
точно взять следующее сразу за первым слагаемым число. Но, в то же вре- 
мя, чтобы такую последовательность построить; надо уметь прибавлять к 


каждому числу 1. Изобразим все три суммы, как суммы количественных 
чисел (рис. 115). 
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„ что каждая разрядовая 
вляющая число 12, уве- 
ив 10 раз и искомое произ- 
остоит из одной единицы 











=: ьего разряда и двух единиц второ- 
ледовательно, 12, 10 = 120. Таким 
‘образом, умножение на 10 означает, 
что каждая разрядная единица укрупня- 
›й ется в 10 раз, т.е. превращается в еди- 
ницу следующего разряда, тем самым 
ть | ь и = 120 
«сдвигает» все цифры в записи числа 
го ‚один. разряд влево, а число единиц 8и0 316 
де в первом разряде становится равным 
о- нулю, Отсюда получаем, что умножение на 10 равносильно приписыва- 
га- _ нию нуля справа, каково бы ни было основание системы счисления. Так 
›е- как единица третьего разряда есть произведение 10 * 10, то умножение 
к на 100 равносильно приписыванию к числу справа двух нулей ит.д. Зна- 
ых чит, каждое систематическое число можно представить в виде суммы 
К ных. слагаемых. Например, 234 = 200 + 30 + 4, тде 200 =2 . 100, 
30 =3 - 10. Причем это равенство справедливо. независимо от того, ка- 
ким взято основание системы счисления. В данном случае основание 
может быть любым, больше четырех. При этом следует помнить, что в 
ависимости от основания системы числа, одинаково обозначаемые, со- 
у ерщенно различны. Так, если это число взято по основанию 5, то в де- 
ой системе оно равно 69; если по основанию 6, то в десятичной 
. м е это 94; по основанию 19 — 328. 






ение систематического числа в виде суммы разрядных слага- 
г возможность легко находить суммы вида 20-+ 2; 100 + 1 ит.п., 
ательно, и разности 2? - 2, 22 - 20, 121 - 100, 121 -21 ипр. Анало- 
‚ зная, что 12 . 10 = 190, легко найти частные 120; 10, 120: 12 итд. 
смотрим еще один пример умножения чисел в четверичной систе- 
ния. Найдем произведение 102 : 3 как произведение количест- 
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к 17 можно усмотреть, что 102 . $ состоит из трех единиц 
и зряда, одной гы второго и двух единиц первого разря- 

О Ы 

ие примеры сложения и умножения систематических чи- 

у что эти действия сводятся к действиям над единицами 

разрядов и последующей записи полученного числа. Так 

о единиц в каждом разряде принимает значения от 0 до 

исываются одной цифрой, то удобно суммы и произведения 

чисел выделить в таблицы сложения и умножения. 

о, что для нахождения табличных сумм и произведений нуж- 

} зоваться определением этих операций в какой-нибудь из ин- 

У} терпретаций натуральных чисел. Составим таблицу сложения в троич- 
‚ной системе счисления. Однозначных чисел три: 0, 1, 2. Все возможные 
‚их суммы удобно записать в виде таблицы с двумя входами, считая, что 
первые слагаемые записаны в горизонтальной строке, а вторые - в вер- 
тикальном столбце. На пересечении соответствующей строки и столбца 
записываются суммы (табл. 1). 
_ Так как сумма любого числа с нулем очевидно равна самому числу, то 

й ‘первые строка и столбец сразу заполняются. Покажем, как может быть 

‚И найдена ак 2+2 А способами (рис. 118). 
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Таблица 1 
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этому определению, 0 : а получается из 0, так же как т 


0-а=0+0+...+0=0. В случае а: 0 данное определение неп 
















и- т а раз . 
и ‘так как 0 никак не может быть получен из 1. Так как имеет место 
к во 1 -а-а: 1, то естественно считать, что равенство 0: а=а:-0 
(@) выполняться. Поэтому согласились считать произведение а` 0=0. 
я к как произведение 2 - 2 = 11 (рис. 119), то таблица умножения в 
ой системе счисления такова (табл. 2). 
<< Таблица 2 
н- 
ч- 
те 
го 
`В 
ца } 
и | 
то ] 
Я 1 Рис. 119 
т 5 Ц } 
_ Аналогично могут быть получены таблицы сложения и умножения в чет- 

2 _ ве ой системе. Однозначных чисел в этой системе четыре: 0, 1,2, 3. Не 

- иводя всех необходимых вычислений, покажем, как могут быть найдены 
2 а3 у 2 и произведение 3 - 2 различными способами (рис. 120). 
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ной системе (табл. 3, 4) 


Ти. Таблица 3 Таблица 4 














Зная таблицы сложения и умножения, можно найти соответствующие 
разности и частные в силу того, что операции вычитания и деления явля- 
я обратными к сложению и умножению. Например, для четверичной 
системы счисления разность 11 -2 = 3, так какЗ +9 = 11, а19:3= 2, так как 
2.3 = 12. Такие разности и частные также называют табличными. 
Известно, что письменные алгоритмы арифметических действий над 
систематическими числами сводятся к поразрядному их выполнению, т.е. 
к выполнению действий над однозначными числами. Следует отметить, 
что суммы и произведения однозначных чисел не могут превышать дву- 
значных чисел. Действительно, наибольшая сумма однозначных чисел 
по основанию р равна (р - 1) + (р-1) к: (р- 2). Таким образом, это 
_ двузначное число, состоящее из одной единицы второго разряда ир-2 
о нервырь- розряда: Например, при р= 5 сумма 4 + 4 = 13, прир= 8 
сумма 7 +7 = 15, при ЖЕ: Эко аа. Ги! 
о Самое большое число в ице умножения есть произведение (р-1)х 
(р-1) = -2р+1= (ф-2)р+ 1, те. оно состоит из Р-2 единиц второго 
и 1 единицы первого разряда. Нап 
при р = 8 произв е7 ав 












имер, при р = 5 произведе- 
1, при р= 10 произведение 
В числа пораз: ядно, ‚нельзя 
о разряда, которая и прибав- 
сло единиц в первом разря- 
нии систематичес- 
‚ подлежащих 


т: 


$ вкл, Е 
ь Таким образом, получаем таблицы сложения и умножения в четверич 


2, ге 













рек пор, пока не исчерпаем все разряды в за` 
е сложение записывают «В столбик». Если 
‘последнего разряда превышает однознач- 
в баке, ‘сложения получаем число, которое имеет на 
яд больше, чем каждое из слагаемых. Процесс поразрядного 
я двух систематических чисел наглядно показан на рисунке 121. 
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В озсаюта мечин эх 
ты в амы р 
бности прибегать к рисунку, если из- 
а 3 находим, что 
1, а единицу второго 


второго разря- 

аем 1 + 3 = 10 в соот- 

м разряде 0 единиц, а 
р. ы пы фо 





Ма 






дов. Если число разрядов совпадает, то из двух чисел больше то, у кото- 
рого больше единиц в первом из просматриваемых слева направо разря- 
дов, а число единиц во всех предшествующих разрядах совпадает. Напри- 
‚ № мер, в четверичной системе 100 003 больше, чем 33 339, а 3 321 больше, 
чем 3 311. 
| Ве: ` Если одно из чисел больше другого, то существует разность, которую 
МНО можно найти, вычитая из большего числа меньшее. Эту разность можно 
И найти поразрядно, воспользовавшись таблицей сложения. Например, 
у разность 301 - 122 существует. Процесс поразрядного вычитания систе- 
ту матических чисел наглядно можно пояснить следующим рисунком. Так 
| . как разность 301 - 122 — это такое число, которое следует прибавить к 
122, чтобы получить 301, то имеем (рис. 122). 
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15 } < У Рис. 122 


Разность 301 - 122 находим следующим рассуждением. Чтобы получить 
ницу в первом разряде, надо к 2 прибавить такое число, которое в 
с двойкой даст двузначное число, оканчивающееся на единицу. Это 

так как 2 + 3 = 11. К двум единицам второго разряда нужно при- 
такое число, которое в сумме с двойкой даст двузначное число, 

Ч) нулем. Это число 2, так как 2 +2 = 10, но у нас имеется 
го разряда, поэтому прибавляем только одну еди- 
чно получаем одну единицу в третьем раз- 
‘надо к 122 прибавить 113. При записи 


5. Ра 








(де осталось 3 единицы. Вычитаем 

ря; ь из двух 1, получа- 
но, разность 301 - 122 = 113. ы сие 
е систематических чисел на однозначное число покажем на 
уния 102 на 2 в троичной системе счисления (рис. 123). 
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записывая «в столбик», получаем Е 
. х 102 

не 
‚ а : 911 ‚так как 9 - 2 = 11, а1.2=2. 

О лодтолько Базы 109 на 20, то процесс умножения остается 
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с той только разницей, что получаем единицы второго разря- 

`102.20=2110. Тогда, складывая полученные результаты, лег- 

произведение 102 на 22. Сокращенно «в столбик» это запись" 
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© делении а на 6 с остатком, при этом 4 есть неполное частное, а т — 
остаток. Деление с остатком служит основой алгоритма деления систе- 
матических чисел. 

’Поясним суть деления с остатком на примере. Пусть требуется разде- 
лить 12 : 3, 13:3, 20: 3, 21 : 3. Используя графическую интерпретацию 
операции деления количественных чисел, получаем рисунок 124. Числа 
записаны в четверичной системе. 





Рис. 124 


_ Изэтого рисунка видно, что число 12 делится на 3 и в частном получа- 
‘ется 2. При делении на 3 числа, следующего за 12, т.е. числа 13, деление 
«не выходит», одна единица остается лишней. В то же время само число 
З Мож в виде 13 =3-2 + 1. В этом случае говорят, что 13 
статком, причем 2 — частное, а 1 — остаток. Если взять 
ощее за 13, то по-прежнему делится на 3 

и, следовательно, образуется остаток, рав- 
3-2 +2. Взяв следующее 
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‘пример показывает, что при делении на 3 остаток не может превы- 

›. Если считать, что при делении на 3 любое число можно записать 
иде а=3 - 4+ т, то все возможные остатки образуют числа: 0, 1, 2. 
Пусть требуется число 2 разделить на 3. Ясно, что в этом случае частное 
равно 0, а остаток — 2, так как 2 можно записать 2 =3. 0+2. Значит, 
любое число можно разделить с остатком на любое другое, причем част- 


_ ное может быть любым, а остаток — любое натуральное число, меньшее 


делителя. Следует заметить, что свойство делимости не зависит от того, 
как именно записано число. Действительно, если все приведенные выше 
числа запишем в десятичной системе, то получим: 6 =3:2+0,7=3.9+ 
+1,8=3:2+2,9=3.3+0, 10=3.:3+1 итд. В том случае, когда делимое 
меньше делителя, в частном всегда получается 0, а остаток равен дели- 
мому. Например, 24 при делении на 32 дает частное 0, а остаток 94, так 
как имеет место равенство 24 =32 : 0 +24. 

№ Пусть требуется разделить 202 на 11, где числа записаны в троичной 
системе счисления. Построим соответствующую графическую интерпре- 
тацию (рис. 125). 
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уаяньние + 7) 
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ывает, ко ел естест- 
к по что деление систематических чис 
‚и этг но. Сначала делятся единицы высшего разря- 


единицы третьего разряда. Так как их число 2 
о в частном получается 0, а остаток 2. Нуль 





равно 2. Следовательно, в частном от деления 202 на 11 получаем одну 
единицу второго разряда (10) и две единицы первого. Таким образом, 
202 : 11 = 12. Легко видеть, что имеет место равенство 202 = 11 - 12. При- 
нято процесс такого деления записывать в виде деления «углом» 
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В таком алгоритме используются операции деления, умножения и вы- 
читания. Для его успешного применения требуется, во-первых, умение 
делить такие систематические числа, когда делимое имеет столько же 
или на единицу больше разрядов,`чем делитель. Оно опирается на смысл 
частного как числа, на которое нужно умножить делитель, чтобы полу- | 
чить делимое, т.е. на смысл операции деления, обратной умножению. 
Такой способ деления в методике принято называть методом подбора. ‹ 
Во-вторых, умение делить с остатком. Выполнение операций умножения 
и вычитания требует знания соответствующих алгоритмов действий над 
систематическими числами. Нетрудно заметить, что овладение ал! орит- 
мом деления «углом» значительно сложнее, чем овладение алгоритмами ‹ 
сложения, вычитания и умножения. Заметим также, что все письменные 
М алгоритмы выполнения арифметических действий одни и те же, т.е. не 
зависят от основания системы счисления. Отсюда следует, что одно из 
важнейших умений, овладение которым составляет задачу начального 
обучения, — умение выполнять арифметические действия над система- л 
тическими числами в десятичной системе. Оно может быть эффективно 
сформировано, если принципы построения позиционной системы счис- 
ления раскрываются в обучении младших школьников независимо от 
основания системы. ( 
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$ 6. Обучение нумерации натуральных чисел ь 


Изобретение десятичной позиционной системы счисления было пер- 
вым шагом на пути выделения собственно математического языка из язы- к: 
_ка естественного. Поэтому изучение нумерации младшими школьника- 
Е ся необходимым и существенным этапом овладения языком да 
. Оно не должно сводиться только к умению владеть техни- 
емами чтения и записи чисел и усвоению алгоритмов дейст- 
ическими числами. Так как техника оперирования фор- 
языка, являясь самодостаточной, скрывает содер- ш 
ачаемых понятий, то задача обучения состоит в 
ихся суть символической записи числа так, ты 
ениях, умениях и навыках обозначае- 3 т 
Здесь показаны возможные у 
ной деятельности, направленные . 
не; ыы 
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11 Шел солдат со службы и попал в дремучий заколдованный лес. 
‚ Баба-яга стоит. 


^ — Здравствуй, бабушка! 


_— Здорово, служивый. Заплутал небось! Из моего леса не выберешься. А 
подсобишь мне, укажу дорогу. Кощеюшка-то Бессмертный требует пропи- 
ько у меня гусей-лебедей на службе. А я, старая, грамоте не учёна. 
— Ох, бабушка, я больше с врагами сражаться умею. 
А сам про себя думает: «Где это видано, чтоб солдат сдавался! Писать 
. о умею и до трех ловко считаю». 
= Ме, бабушка, твои гуси-лебеди? 
— Вон, по травушке гуляют. 
Взял солдат бересту да палочку острую и так нарисовал гусей-лебедей 


|2 
— стал считать: один, два, три. Чтобы не забыть, каких сосчитал, 
ры отмечал их. Считает да и отмечает. И получилось (рис. 127): 
$ - 
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Рис. 127 
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ко же таких троек? Вновь начал считать да отмечать и получи- 


› у него так (рис. 128): 


7 4-я тройка троек гусейглебедей, да еще две трой- 


пропишем». 
затратой пожаловал. Отдала Баба-яка ему сол- 









_ 1.4. В ящиках у доктора Пилюлькина лежат таблетки от разных неду- 
гов. у ‘и записал их количество способом Знайки (рис. 130). 
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Рис. 130 





Напиши в «окошках», что у него получилось. 


м А на этих двух ящиках Пилюлькин написал 12(3) и 1(3) (рис. 131). И 
й засомневался. 





3:63 








Рис. 131 


Как ты думаешь, почему он засомневался? 
1.5. Чтобы помочь Пилюлькину, Знайка нарисовал такой рисунок (рис. 132). 
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ОО чето: | Рис. 133 


ви} м 
_ 1.7.У Незнайки на клумбе растет 101 (3) цветок. Нарисуй их количество. 
1.8. У Знайки на клумбе 21 (3) цветок. Нарисуй их количество. 
1.9. Сравни, у кого из коротышек больше цветов, у Знайки или Незнай- 
ки. Как можно сравнить число цветов у Знайки и Незнайки, если не ри- 


). Сравни числа 201 (3) и 221 (3), не рисуя картинку. 
.11. Запищи число, которое следует за; 11 (3); 12 (3); 21 (3); 22 (3); 
22 (3). Запиши число, которое предшествует 11 (3), 10 (3).29 (8), 20 (3), 
20 (3), 100 (3). 
12. Найди суммы и разности 21+ 1, 22 +1, 129 +1, 22-1, 129 — 1, 120-1, 
100 -1, 200 - 1, если все числа записаны в троичной системе счисления. 
1.13. С помощью рисунка найди суммы и разности 10 +2, 12 - 10, 12-2, 
200 + 12, 212 - 12, 212 - 200, если числа записаны в троичной системе. 
1.14. С помощью рисунка найди произведения и частные 1 . 10,2 . 10, 
10. 10, 10:1,20:10,20:2, 100: 10, если числа записаны в троичной системе. 
1.15. Найди число, которое больше 2 на 10, меньше 12 на 2, меньше 12 
. (Числа даны в троичной системе счисления.) 
. Расположи данные числа в порядке возрастания 2, 22, 12, 102, 
221. (Числа даны в троичной системе счисления.) 
лжи последовательность троичных чисел так далеко, как 
011 12 20. 
е числа, которые больше 11, но меньше 110. 
:9.10+1,1:10+2,2. 100+2,2- 100 + 12. 
пичество кружочков числом в троичной системе счис- 










ой Какую закономерность в образовании единицы каждого следующего 
° разряда можно заметить? — 
1.20. Запищи числа, которые непосредственно следуют за 12, 22, 225, 

если числа даны в троичной системе счисления. 

1.21. Запиши числа, которые непосредственно предшествуют 10, 100, : 

1000, если числа даны в троичной системе счисления. 

у ‚1.22. На рисунке 135 измерь длину отрезка единицей е и запиши его 

чету числом в троичной системе. 


мат 
м $3 


` Рис. 135 


ПОР Юн к 1 $ } 


‚а 1.23. Нарисуй отрезок длиной 101 (3), за единицу измерения возьми е 
И (см. задачу 1.22). 
й. 1.24. Найди длину отрезка АВ, не измеряя его. 


р ин 


100 


от 
ни 


Рис. 136 







и. 5 ” 23 


Г НЙ Во > 5, 
`Запиши количество деревьев ‚на пришкольном участке (рис. 137). 
И единицу счета Ру раза: Какие цифры понадобятся?. Заполни 


нмер 2 


ль 





ива мамы | 





о" 


г —- 


корзине 103 (4) яблока. Нарисуй их. 
йди значения выражений, если все числа записаны в четверич- 





220-1 220-213 
230 - 30 230 - 200 
300-1 300 - 233 
300:3 300 : 100 
320: 32 320: 10 

1 321-300 
Эда та 4 


329, 312, 301, 320, 23, 203, 223, 32, 302. 


Продолжи последовательность 


Че 0125 10.11 12. 


ь 
од соответствующими буквами запиши на луче числа — длины 
в ОА, ОВ, ОС, ОБ в четверичной системе, если длина ОЕ-— еди- 


змерения (рис. 138). 
в овс р 


$7 


Рис. 138 


ичь число 989 на 1, на 2, на 3, на 10, на 100. Уменьши число 
9, на 8, на 10, на 100, на 200. Увеличь число 10 в 2 раза, в 
‘раз. Уменьши число 30 в3 раза, в 10 раз, в 30 раз. 
исаны в четверичной системе счисления. 
е счисления легче всего записать массу груза, если 
‘показано на рисунке 139, а в качестве единицы из- 
й гири. Запиши полученное число. 








к 








р == 8 6464664454548) 
ыуз Рис. 140 
р оооо 2.10. На рисунке 141 изображены стулья. Запиши их ко- 
ь оооо личество сначала в троичной, затем — в четверичной сис- 
г оооо темах счисления. Запиши полученное равенство. 
оооо 2.11. Счетную единицу увеличили в 5 раз. Какие цифры 
оооо понадобятся, чтобы записать результат счета? 
оооо 2.12. Продолжи последовательность пятеричных чисел 
Рис. 141 012341011 12. та 
2.13. Сравни последовательности и продолжи каждую из В. 
них так далеко, как сможешь. Поставь вместо пропусков нужные числа: | 
012 1011 12 20 21 
0123 10 11 12 13 20 21 8 
| 01234 1011 12 13 142021 
м. 012345 1011 12 13 14 15 20 91 У 
| 11 (3) =...(4), 20 (3) = ...(5), 20 (5) =... (6). 9 
. + 2.14. Выпиши все однозначные числа в пятеричной, шестеричной и 8 
семеричной системах счисления. Запиши число, которое следует за 5 в ты 
и шестеричной и семеричной системах. Запиши число, которое следует за | 
са числом 22 в троичной системе счисления, за числом 33 в четверичной Е 
| © х системе, за числом 44 в пятеричной системе счисления. ® 
ше... 2.15. Выпиши все однозначные числа в десятичной системе счисления р р 
А в порядке возрастания. т 9 
отм 46946. Продолжи последовательность так далеко, как сможешь . Е 
7% 255501011 12 и 
в. бу т, их Ц ' 


\-2254 $ а О\оЕлир зРЫод. 
8, ААА & 


\: 1. Прочитай числа, записанные в таблице 5. 








Таблица 5 














к 91 
осчитай число клеток в десятичной системе счисления. 
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БаРВОСВЬЬ. полит: 
+1; 699+ 1; 999 + Бои 
300 - 1; 900 — 1+14000-1. 


ЗиНИГ ПРОВЕЛ Я < 











ни числа и поставь нужный знак: 
34; 193 321;520 499. 


, О ведения: 
Я - 100; 10. 1000; 10 - 10 000. 
В о НаАди суммы и разности: 
_ 999+1;9999 + 1: 99 999 + 1: 
_ 1000-1;10000-1;1 000 000 — 1. 


5 3.12. Запиши все числа, которые больше 99 998, но меньше 1 000 00°. 


.13. Сколько единиц, десятков, сотен, тысяч, десятков тысяч, сотен 
тысяч в числе 307 051? 


3.14. В какой системе счисления записан ряд Чисел 
011011 100 101 110 111 1000 ...? 


Продолжи этот ряд. Выпиши все четырехзначные числа в двоичной 
системе счисления. 













Пример 4 
° 4.1. Запиши все однозначные числа в троичной, четверичной, деся- 
тичной системах счисления. 


4.2. Заполни таблицы сложения: а) в троичной системе; б 
я системе. 





) в четверич- 





Таблица 6 


айди все возможные разности из таблиц 

ичных чисел. 
1 таблицу сложения для десятичных чисел. Какие числа в 
отся только один раз? 9 раза? Какое число в ней встречается 
т. 3? Выпиши все суммы из таблицы сложения в 






сложения для троичных 





Таблица 7 


Найди значения вы 
гих значения: 


ражении, допиши недостающие выражения и 








5 

ы я ен 1 
р сумму 12 + 1 втроичной системе счисления, 13 + 1 в четве- 
ризно системе счисления, 19 + | в десятичной системе счисления. 

_ Вычисления можно записать «в столбик»: 





+1 к .19 
и. , 1 
20 20 
Объясни полученные результаты. 
_ 4.8. Найди сумму 12 + 2 в троичной системе счисления, 13 + 2 в четве- 
ри чной системе счисления, 19 + 9 в десятичной системе счисления. За- 
ци вычисления «в столбик». Объясни результаты. 
Рассуждай так: 2 + 2 = 11 в троичной системе, 3+2 = 11 вчетверичной 
ме, 9 + 2 = 11 в десятичной системе. Единицу первого разряда запи- 
у ем в первом разряде суммы, а единицу второго разряда прибавляем 
| единице второго разряда первого слагаемого. 
— 459. Найди сумму 12 +11:в троичной системе счисления, 13 + 21 вчет- 
чной системе счисления, 19 + 81 в десятичной системе. счисления. 
и вычисления «в столбик» и объясни результаты. 

Найди сумму 191 + 11 в троичной системе счисления, 939 + Ив 
ной системе счисления, 898 + 11 в десятичной системе счисле- 

иши вычисления «в столбик» и объясни результаты. 
| 91 + 109 в троичной системе счисления, 131 + 203 в 
‚ 191 +809 в десятичной системе счисле- 

бик» и объясни результаты. 


и вычисления «в стол 
ел «в столбик»: 


и суммы десятичных чис 
^ 941 + 828; 784 + 116; 296 + 713; 798 + 245. — 

ь _ 1 в троичной, четверичной и десятичной 
‚ Сравни полученные результаты с задачей 4.7. Запи- 

голби! ТЕТ: и: х 
ее = соичной, четверичной, десятичной сис- 
ме ал НЕ т => № 
ь троичной, четверичной, десятичной 

‚зад чей 4.9. | ИИ 


>. 






































(р 3 1000 - 102, 1000 - 203, 1000 - 809 в троичной, 
И И ДесАтийНОй системах счисления соответственно. Сравни 
езультаты с задачей 4.11. . Н 

4.18. Найди разности 669 - 328, 900 - 784, 1008 - 296, 1043 - 245 в деся- 
ан системе счисления. Сравни результаты с задачей 4.12. 


При мер 5 
5.1. Составь таблицы умножения в троичной и четверичной системах 
счисления. = 
5.2. 2 и 3 записаны в десятичной системе счисления. Нарисуй произ- 
ведения 2-2 и2. 3. Сравни их. Результат сравнения можно записать так: 
Вена 
5.3. Сравни произведения 9 -З и 3 - 2. (Числа записаны в четверичной 
системе счисления.) 
5.4. Нарисуй произведения 3 : Зи - 4. Запиши результат сравнения. 
(Числа записаны в десятичной системе счисления.) 
5.5. Сравни произведения 3 - 4 и 4 3. (Числа записаны в десятичной 
системе счисления.) 
5.6. Составь фрагмент таблицы умножения в десятичной системе счис- 
ления (см. табл. 8). 
5.7. Нарисуй произведения 5 -5,5-2, 5 - 3. Сравни их и запиши резуль- 
тат сравнения. 
| 5.8. Зная; что 5 3 = 15и5- 4 = 20, найди произведения 5 -биб- 
›-5.9. Составь фрагмент ине умножения в десятичной системе счис- 
ления (см. табл. 9). 
_ Сравни последний вы и последнюю строку в этой таблице. 
15.10. Зная произведения 2 : 5, 3 - 5, найди произведения 2 - 6, 3-6 
5.11. Составь фрагмент таблицы умножения в десятичной системе счис- 
ления (см. табл. 10). 
‚ 5.12. Найди произведения 3 - 7, 4.7, 4: 8. 
5.13. Найди произведения 5 + 7, 6:7, 7 - 7. 
ч мера Пе Икожения в десятичной системе счис- 
‘ления (см. табл. 11). р 
О биртронтьецанаи 8, 8. 8. 
_ 5.6. Составь фрагмент таблицы умножения (см. табл. 12). 
_ БМ. о ой ` 9. Составь фрагмент таблицы умно- 


`Таблица 10 


г: ЕЕ 
т Я Е ВА 







































































ь полностью таблицу умножения в десятичной системе 


. табл. 14). 
пи все разные числа от 4 до 81 из таблицы умножения деся- 


юрядке убывания и заполни таблицу 15: 
ЭБиеяданыизиные "о и “ Я 5 








е Пример 6. 













д : а 
ил _ 6.1. Найди произведение 23 + 2 для чисел в четверичной системе счис- Е 
в. ления. Воспользуйся таблицей умножения в четверичной системе и за- 

| полни таблицу 17: ы 

ых Таблица 17 





8:2=12 20.2 = 100 
Па ОД 2 = 100 = 10 ед. Пр. = 
= 1 ед. Пр. + 2 ед. Гр. = ед. Шр. 


‚ Кратко такое умножение записывают: 
у 23 

а АМ Га 

$ 112 (4) | 

_ 6.2. Найди произведения чисел в четверичной системе счисления. За- 

пиши кратко «в столбик»: { 

Же 1213; 153.3; 103 -3; 32-2; 230 - 2; 321 -2;200 . 3; 230 - 2. | 

произведение 96 - 8 чисел, записанных в десятичной систе- } 

я. Воспользуйся таблицей умножения и заполни таблицу. За- 


Рис. 142 | 












«в столбик»: 196 - 8; 57 ` 9; 
705 - 6; 120. 8; 250 - 7; 300 - 4. 


А 


ци пр роизведение чисел 212.9] 
и в троичной системе сч : 
р ‚ таблицу; Закончи запись в столбик: 2 





С помощью таблиц сложения, и умножения найди произведения 
чисел. Запиши «в столбик»: 312-21; 921. 32; 302 - 23. 
(и, записывая вычисления «в столбик», произведения десятич- 
п: 98.. 57; 5 86; 398 - 15; 704 - 45; 1931 : 58; 120: 72; 300 : 42. 


р а 30, за, 39,33 раздели на $. С помощью кар- 


‘е из них, которые дедятся на 8, и те, которые не делятся 


кА || "оные К 
; барк 













Рис. 143 


Из рисунка 143 видно, что 30 =3 : 10, 31 =3: 10 +1, 32 =3. 10 +2, 
33=3. 11. Это значит, что 30 при делении на 3 дает в частном 10, 33 при 
делении на 3 дает в частном 11, аЗ1 и 32 не делятся на 3. При делении 31 
на 3 остается остаток 1, при делении 32 на 3 остается остаток 2. Это за- 
писывают так: 

5: 5 = 10 (ост. 1), 
32:3 =10 (ост.?2). 

В четверичной системе за 33 непосредственно следует число 100. До-‹ 
гадайся, какое частное и остаток получатся при делении 100 на 3. Закон- 
чи равенства: 100 =3 - 11+ 1, 100:3=  (ост.) 

Сравни делитель и остаток. 

#99; 'Десятичные числа 12, 13, 14, 15, 16, 17, раздели на 4. Закончи ра- 
венства: 0 И! За 


МЕ Ло 


ру 


—  17=4-4+1 17:4=4 (ост. 


или 12=4.3, 12:4= (ост. 0); 
15=4-3+1 13:4=3 (ост. ); 

Оо НА 55 14554.38 +214:4=8 (ост); 
ОН 9155 38513215: 4=8 (0ст. ); 
ь 16=4.4+0 16:4=4 (ост. ) 

) 





тельно, 0 делится на 5 без остатка. 1:5=0 











‘ное и остаток при делении десятичных чисел: 12 на 15, 
у ЗА на 52, 18 на 31, 3 на 19. 194 на 515 

ци частное и остаток при делении. 68 на 12. Рассуждай так: 

[< 68, 12.3 = 36 < 68, 12.4 = 48 < 68, 12.5 = 60 < 68, 12.7= 

Значит, 68 не делится на 12 без остатка. 

с 68 = 12-5 +8, то 68:19 =5 (ост. 8) 

104 на 4. Рассуждай так: в чи 

им на 4, получим 2 десятка в частно 

+ 2..2 десятка и 4 единицы это 94 

6. Значит, 104:4=96. Сравни э 


сле 104 10 десятков. 10 десят- 
м и 2 десятка в остатке, так как 
: Делим 94 на 4, получим 6, так 
то рассуждение с рисунком 144, 


Ав у ь 
' вычисление записывают «углом»: 


ды проверить, умножая ее и 4. Легко 


Ут “у 


ре 11 сотен делим на 37, 
0 вначале числа не пишем. Делим 112 


112, 87-8 = И1< 112, 37-4-= 





$ 7. Свойства арифметических действий и их изучение 


в начальной школе 
учения младших школьников математике 


В традиционной системе об и ; 
(М.И.Морои др.) изучение свойств арифметических действий направле- 
но на обоснование вычислительных приемов. Этим обусловливается, что 
они (свойства) предъявляются детям в виде операциональных правил 
«чтобы найти значение некоторого выражения, можно сделать ....”. Но, 
как показывает практика, при выполнении вычислений ученики не об- 
ращаются к правилам, а пользуются теми алгоритмами, которые усвои- 
ли независимо от правил. Очевидно, что сформировать вычислительные 


навыки можно, не прибегая к изучению свойств действий. Даже боль: 
шинство выпускников средней школы безусловно знают только то, что 
от перемены мест слагаемых сумма не изменяется. С другой стороны, в 
альтернативных системах обучения, например, в учебнике В.В.Давыдо- 


ва и др., некоторые свойства арифметических операций даются в обоб- 


щенном виде и используются уже при составлении таблицы умножения. 
Авторы считают, что такой подход способствует развитию теоретичес- 
кого мышления. 

С методической точки зрения трудность заключается в том, как доступ- 
ным для младшего школьника образом выявить эти свойства и научить 
сознательно использовать их там, где это необходимо. А требуется это 
прежде всего при тождественных преобразованиях арифметических 
выражений, которым в начальной школе уделяется очень мало внима- 
ния несмотря на то, что именно тождественные преобразования явля" 
ются важнейшим «инструментом» математики. И в то же время они в 
значительной степени обеспечивают преемственность между начальной 
и основной школой. 

Арифметические операции и их свойства являются предметом изуче- 
ния алгебры и, в этом смысле, выходят за пределы арифметики. С точки 
зрения алгебры система натуральных чисел представляет собой непус- 
тое множество с двумя операциями и отношением порядка, которые об- 
ладают следующими свойствами. 

_ 1. Сложение существует и единственно. Это значит, что какие бы два на- 

ьных числа ни взять, всегда имеется единственное натуральное чис- 

торое является их суммой. 

ножение существует и единственно. 

) ие ассоииативно (сочетательное свойство сложения). Обыч- 

в виде а (6+ 0) = (а+6) + с Это равенство означает, 

взять натуральные числа, порядок действий в таком вы" 

Этоутверждение справедливо при любом конечном 

Орки Риз А У ‚@ РА , 

`очетательное свойство умножения). Его 

С любом выражении, содержащем 


вв юг зы 












































тень ные этого свойства умножения анало- 
жения: 
$ о, ржи элемент (. Что означает: для 
) равенство а + 0 = а. 
Для умножения существует нейтральный элемент 1. Это значит, что 
любого натурального а выполняется равенство а. 1 = а. 
ля умножения. существует, поглощающих элемент 0, т.е. для любого 
рального авыполняется равенство а: 0= 0. 
Сложение и умножение связаны дистрибутивным ( ‘распределительным) 
оном. Это значит, что какие бы ни взять натуральные а, 6, 'с выполня- 
равенство а (6+6) =а:Б+а` с. 
коммутативности сложения и умножения свойства 4, 4а, 5, 6 
ают, также, что справедливы равенства 0 + а= а, 11 а=а, 09-а= 0, 
ва=Ь- а+с: а. Так как сложение и умножение ассоциативны и 
ативны, то распределительное свойство умножения относитель- 
ожения справедливо для любого конечного числа слагаемых, т.е. 
место равенство а` (5, +6, +... + в.) =а' Ца... +а: Ь 
В системе натуральных чисел отределено отношение порядка антире- 
вное, антисимметричное, транзитивное и связное, обозначаемое 


„ 


ом «<». 
ачит, что выполняются следующие утверждения: 
а неверно ни для какого натурального & 
а= Биз того, что а < фследует, что р< аневерно; 
иа<фифб< с, тоа< с 
иаз В, то либо а < 6, либо 6 < а. 
а< Били а= 6, то такое отношение 
ся: а меньше или равно 5). 
бое жесть натуральных чисел, 
еньшим элементом Мпри выполнении следую 


= 6. 
место неравенство @ 
я ‚ие оетаи натуральных чисел содержит наименъ- 
ий | 


между аи 6 записывается а = Ь 


тоаЕ М называ- 
цего условия: для 


ия. сложения связаны между собой: 
найдется такое натуральное с* 0, что 


+ узы в 











ве. 
) ное рю фузорое: называется свойством сократимости, а 
мен мо 
ты 
6=а+стов=с № 


иль, с. Тогда в силу 7, г имеем, что либо $ < с, либо с< 6. 
Пусть 6 < с, тогда, согласно 9, найдется натуральное х = 0, при котором 9% 
+ х = с Отсюда а+с=а+ (6 + х). В силу ассоциативности сложения 9 
получаем а + с= (а+ 6) + х, те. а+6<а+ с что противоречит условию. - 


_ Аналогичное рассуждение приводит к противоречию в случае допуще- Е ь 
ния с< 6. вс 
’ Это свойство означает, что к обеим частям верного равенства можно в 
прибавлять или вычитать (сокращать) одно и то же слагаемое. м 
1.2. Свойство сократимости умножения. Нат) 

‚ Еслиа`6=а`сиа=0, тоф= с _ лом 


Докажите его самостоятельно. 
Вместе со свойством существования и единственности умножения 
свойство сократимости означает, что обе части верного равенства мож- 
но умножить или сократить (разделить) на одно и то же число, отлич- 
ное от нуля. 
‚ 1.3. Свойство монотонности сложения. 
Если а < 6, то при всяком натуральном с 
нанес. 
_ Иза< фследует, в силу 9, что существует х = 0 такой, что а+х= 6. Тогда 
(а+х) +с=ф + с. Отсюда, так как сложение ассоциативно и коммутатив- 
но, получаем (а+д+х=6+ с. Что и означает справедливость неравенст- 
ваа+с<ф+ с. у 
_ 1.4. Свойство монотонности умножения. 
_ Если а < 6, то при всяком с= 0 
жыеяаЬ 56. 
_ Докажите его самостоятельно. , | 
_ 1.5. В системе натуральных чисел 0 есть наименьший элемент. 
у из свойств 4 и 9.. 
‚ системе натуральных чисел можно рассмотреть еще одно отноше- 
з ны отношению «<». А именно, 
ко тогда, когда 6 < а. 
2 с отношением «<» определяется отношение «>». 
иб=да-6=>Ь. у 
умножения. 
ости порядка. 
р чин от ну) найдется такое нату- 
35$ ®) 4 #8 . 
д лняется Неривенстьь 4221 в Силу 
‘обе части этого неравенст- 
ния получим (5 +1) а= 
а (6+1) а> 5 (транзи" 
о взять 6+1. _ 




































ньшим натуральным числом явля 


2 ется 0. Так, 1 =0+ , 
ности порядка наименьшим ч 0+1, ив силу 


ислом во множестве натур: 
УНЯр чатуральных 
в" м . Пи 1, так как хежлое непустое подмножество натураль- 

держит наименьший элемент. В силу того, что для любых 
ьных чисел существует и единственн 


а сумма, то наименьшим чис- 
ножестве натураль : 


“< `-ел бё- , 
ных чисел без нуля и единицы является чис- 


. Рассуждая таким же образом, получаем ряд 


Г 


их пор мы рассматривали только две операции: сложение и умно- 
Это не случайно. Сложение и умножение являются основными, 
исящими друг от друга операциями в системе натуральных чисел. 
чит, что каждая из них имеет вполне определенный смысл и мо- 
чаться независимо друг от друга. Но’изэтого следует, что опреде- 
ожение как сумму равных слагаемых, которое справедливо толь- 
татуральных чисел и в дальнейшем обучении должно быть забы- 
| епринятая методика грешит не‘ только против математической 
но и против учащихся. 
ции вычитания и деления являются соответственно производ- 
‘сложения и умножения, т.е. определяются с помощью сложе- 
ения. Обычно словами это выражают так: вычитание есть 
‚ обратная сложению, а деление — операция, обратная умноже- 
В б я операция»? 
же смысл понятия «обратна. р «ка 
ить 
о чтобы ответить на этот вопрос, чит + и 
Ь— это такое число, прибавляя которое к 6, олуч я 
я = а или, по свойству коммутативности, (а-5) 
так: 6+ (а- В) =аили, хм 
а - Весть решение уравнени 
да следует, что разность 


я ситуация с делением. Час 
на 6, получаем аи 
мутативности, 


ре братной операци 
ний о Охчсих о 








Ь + (а- 6) = аозначает, что а = 6, то операция вычитания на множестве 
натуральных чисел является частичной. Также частичной является и опе- 
рация деления натуральных чисел, так как равенство (а: 6) - 6 = аознача- 
ет, что а должно находиться в ряду 0 - $, 1-6, 2-6,.... 

Естественно поставить вопрос о существовании операций, обратных 
вычитанию и делению, хотя бы на таких числовых множествах, на кото- 
рых каждая из них не является частичной. Для этого, согласно определе- 
нию обратной операции, надо рассмотреть уравнения а- х= фих-а=ё. 
Из первого уравнения получаем х = а- 6, из второго х=а+ 6. Так как 
а-6=а+ для любых аи 6, то заключаем, что операции обратной вычи- 
танию, не существует. 


'Аналогично для деления. Уравнения а: х=фих: а= имеют решения 
х=а: бих=а: 6 соответственно. Следовательно, не существует опера- 
ции, обратной делению. 

К сожалению, в школьных учебниках, и не только в школьных, можно 
встретить утверждения, что сложение и вычитание, умножение и деле- 
ние — взаимнообратные операции. Что совершенно неверно. 

Из определения вычитания и деления, а также из свойств сложения и 


умножения можно вывести свойства вычитания и деления. 
Покажем, как это можно сделать. 
2.1. а- 0 = апри всяком натуральном а. 
Так как а + 0 = а, то по определению вычитания имеем а - 0=а. 
2.2. а: 1 = апри всяком натуральном а. 
‚ Также следует из а: 1 = аи определения деления. 
2.3. Деление на нуль невозможно. 
Допустим, что деление возможно. Тогда существует такое 6, что а:0= 
р. Отсюда следует, что 0 : 6 = а. Но 0-6 = 0 для всякого 6. Следовательно, 
при а = 0 такого $ не существует. Если же а = 0, то в качестве 6 можно 
взять любое число, что невозможно, так как нарушается единственность 
операции деления. ! 
х 2.4. (а+6) -а=6. » 
: _ 9.5. (а 6): а=5. ‹ . 
ыы _ Каждое из этих утверждений означает, в силу определения обратной 
у операции, что а+6=6+аиа` 6 =6' а. Что справедливо. 
2.6. 6+ (а- в) =а. 
Е 
5 Каждое из этих утверждений непосредственно следует из определения 


г обувь суму + 2 
) енство означает, что а=6+ (а-65). А это ра 
ПЬЕТ АУТ д ноль ‹ . 
. 0 Пион да 

ИАА РВС ели о: 
С ТУВЫ 

-с=х, (а+ 5) -с= у. Тогда доказы" 
Руза & щьдет < а 















































‘определению вычитания, следует 
Во второе из этих равенств вместо в, 


ель к: во. т ат нанкх если везде поменять знаки «+» на «-», 
‚6+0 - С Ь) — с. 
а: (6- с) = (а: 6) : с. 
м 2.13. Введем обозначения: а: (6- с) =х, (а: 6): с= у. Требуется 
что х= у. 
нятых обозначений имеем а = (6: о:ха:в=с: у илиа=фх 
иравнивая выражения для а, получаем 


В0=:6.-2(с-. 5): 
$ а, в силу свойств ассоциативности и сократимости умножения, 


—а=0. 
4 1 | 
:а=0. 
ва 2.14 2.16, очевидно, следуют из определения обратных опе- 
твующих свойств прямых. 


'-6:с= ( а: © -(Ь:с). 
яство естественно назвать правой дистрибутивностью деления 


И аааныче (а: = — (В: с) = х. Тогда требуется доказать, 


означения следует а:с= (6: с) +х. Умножим обе части 
енства на с, тогда имеем 
вин (аб +=: 0: 6+ (хо. 
ию деления, (а: бе е а, то 
р: б-с+(х: 5 
;% м относительно лажения; 


оным а 
жен пре 


казатьхикиа оч ыы ` у 
Е дист ем зенофы аз 
мен зем 
а тадвьчуы диЕЗооо жа 
фороса вы 


т, 





› В чем легко убедиться из следующих примеров: 
И стоны: >86; (12.+.6)-=36.18 =2, но 
(36: 12) + (36 :/6) =3 + 6:=9: 

Отметим также, что все рассмотренные выше свойства вычитания и 
деления имеют место в предположении, что указанные разности и част- 
ные существуют. 

При изучении системы натуральных чисел на основеаксиом Пеано мы 
видели, что особую роль в этой системе играет аксиома индукции. Име- 
ет ли место соответствующее утверждение при данном подходе к изуче- 
нию системы натуральных чисел? 

Вначале отметим, что в подмножестве натуральных чисел, больших, 
чем некоторое фиксированное а, число а + 1 является наименьшим. Это 
следует из свойства 8 и если 6 > а, то 6 = а + х, гдехя 0, а значит, х= 1, то 

а+1= а+х=ьЬ, те. а+1356. Но, в силу дискретности порядка, между 
числами аи а + 1 не существует никакого натурального числа, то а + 1 
наименьшее в этом подмножестве натуральных чисел. 


Также имеет место утверждение: для всякого натурального а> 1, в под- 
множестве натуральных чисел, меньших чем а, число а- 1 является наи- 
большим. 


Действительно, если 6 < а, то предположение > а- 1 приводит к про- 
тиворечию, так как, по доказанному выше следует, что 6 => (а-1) +1=а. 
Значит, < а- 1. 

Покажем теперь, что если А такое подмножество натуральных чисел, 
которое удовлетворяет условиям: 

1)0ЕА. 

2) Вместе со всяким аЕ А подмножество А содержит также число а + 
1, то А совпадает со всем множеством натуральных чисел. 

Допустим противное, т.е. положим, что существуют натуральные чис- 
ла, не принадлежащие А. В множестве этих чисел существует наимень- 
шее. Пусть это а. Число а я 0, так как 0 принадлежит А по условию. Сле- 
довательно, а - 1 принадлежит множеству натуральных чисел и не мо- 
жет принадлежать подмножеству тех чисел, которые не входят в А, так 

$ как а- 1<а, т.е. а-1ЕА. Но тогда, в силу условия 3), (а-1)+1=а также 
пр адлежит А. Итак, получаем, что а% АиаеЕ А. 

и образом, в системе натуральных чисел, описываемой на основе 

ет 1-10, аксиома индукции имеет место. Фактически это означает, 

о свойства 1-10 определяют ту же систему, что и аксиомы Пеано и могут 

> ься как аксиомы. Принципиальное отличие состоит в том, 

: ении натуральных чисел природа элементов, состав- 

е нь не имеет значения. Они определяются только 

се отношениям, свойства которых и описа- 

логической точки зрения это значит, что вместо того 

г г соглашения или конструктивно, структур" 

те ренащия ‘их путем опера- 

















в тоник ст индуктивное открытие фундаменталь- 
а руктур явились результатом длитель - 
становления и развития математ к Аа 

же время целый ряд ое знания. 
наф и др.), интересовавшихся ник о орви 
‘ар ологией математического творчест- 
ва, убеждены в том, что математика есть изобретение. Ж.Пиаже, иссле- 
№ и развитие арифметических и геометрических операций в сознании 
_ ребенка, пришел к выводу, что в процессе такого развития обнаружива- 
° ется вначале «фундаментальная тенденция к организации целого или 
системы, вне которой элементы не имеют ни значения, ни существова- 
\ ния, а затем распределение этих систем совокупностей по трем типам, 
_ которые в точности соответствуют структурам алгебраическим, структу- 
рам порядка и топологии»'. Позднее возникновение математических 


уктур, согласно Ж.Пиаже, обусловлено тем, что «порядок осознания 

у  противоположен порядку генезиса: то; что является первым в порядке 
нания, будет последним в рефлективном анализе, потому что субъект 

нает результаты умственных построений до того, как они постига- 


ся внутренними механизмами». Это значит, что познание переходит 

‘простого к сложному и от общего к частному одновременно. 

Отсюда следует, что знакомство младших школьников со свойствами 
ь ствий является не только условием формирования 


ТТ. 
ифметических дей 
ои способствует раз- 


ей представлений о математических методах, н 
> их навательной сферы. 
7 ых «Большая иллюзия счи- 


труд й цитаты: 
есь трудно удержаться от следующе 
Сы оединением определенного звука с определенным 


осто с 
а таким образом — значит верить, будто можно 
истему, тогда как, напротив, лишь от 
я динства . чтобы посредством анализа опре- 
я НЫ. и ементы что язык есть система 
5 ны ни у кого не вызывает сомнения. Системность 
Ре ль, "ато ; неловеческое мышление также предпочи- 
исль, . ре 

м: сжваесвхой ® Р 

С как можно познакомить детей со свой- 
з на бесспорное решение. 



























ши выражением количество карандашей в каждой коробке после добав- 
ки. Сравни полученные выражения. Сделай рисунок и сравни те количе- 
ства карандашей, которым соответствует каждое из выражений. Какой 
знак можно поставить между этими выражениями? Верно ли это равен- 
ство? Объясни, почему. 

1.2. С помощью последовательности О 1 а УЛ умэореш.... 
найди суммы У +1, Ч+У и сравни их. Запиши результат сравнения. 

1.3. Выбери самостоятельно единицу измерения длины и построй от- 
резки, меры которых равны 1е и Ле. Двумя способами построй отре- 
зок, длина которого равна сумме длин данных отрезков. Измерь их вы- 
бранной единицей. Сравни полученные результаты. 

1.4. На одной полке а книг, а на другой 6 книг. Запиши их количество 
на обеих полках двумя различными выражениями. Какое равенство мо- 
жешь записать? Запиши его. 

1.5. Сравни суммы 302 574 + 58 105, 58 105 + 302 574. Запиши равенство. 

1.6. Какие числа можно поставить в равенство а+6= 6+ авместо аиф 
так, чтобы равенство было верным? Возьми какие-нибудь числа и про- 
верь себя. 

1.7. Петя и Катя складывали числа 98 и 17. Петя нашел, что 28 + 17 = 
= 45, а Катя, что 17 + 28 = 34. Что можно сказать, ничего не вычисляя, о 
действиях Кати и Пети? 

1.8. Известно, что 1028 + 746 = 1774. Чему равна сумма 746 + 1028? 


Пример 2 
2.1. В одном первом классе а девочек и 6 мальчиков. К ним пришло 
еще сучеников. Запиши выражением количество учащихся в этом клас- 

`° се. Нарисуй картинку. 

В другом первом классе было а учеников. Затем к ним пришло еще р 
мальчиков и сдевочек. Запиши выражением количество учащихся в этом 
классе. Нарисуй картинку. 

__ С помощью картинки сравни количество учеников в этих классах. За- 
_ 2.2. Найди суммы -Ё + (9 +Л), (4 +а) + Л, если все знаки — это элемен- 
ты последовательности О 14 4УЛН\УОРФОШ... . Запиши равенство. 
9.3. С помощью последовательности 0 1 23 10 11 12 13 20 21 22 23 30 
31 32 33 100... найди суммы (2 + 3) + (10 +11); 2+ ((3 + 10) + 11); (8) 
+ 10) + 11. Сравни эти выражения. Что показывают в каждом выражении 
ско начения этих сумм. Сделай вывод. 
_ 2.4. Какие числа можно поставить вместо а, $, св равенство а+ (6+0) = 
ы = (а+ В) + стак, ‘чтобы равенство было верным? Возьми какие-нибудь 
в проверь себя. 















10 + 
10+7+20+13+9 (основание 10) 
и выражения: ь 
‚6+ (а+с, 6+ (с+ а), (а++ь в+ 
в. р , а+с, ста+Ь 
р равенства можно записать? 
Иона › > 
ер 3 
п. $9) 
м Ри о своих солдатиков в 6 рядов по @ солдатиков в каж- 
а р своих солдатиков в а рядов по 6 солдатиков в каж- 
ества солдатиков у Вани и Пети с помощью рисунка 145. 


записать? Запиши его. 


-нство можно 


я двумя выражениями можно записать количество конфет в 
ги Г в каждом подарке по аконфет? 

з дом подарке а конфет, всего подарков 6. Конфет 

ьмем по одной конфете из каждого по- 

зьмем еще по одной конфете из каждо- 

ак будем брать по одной конфете, 

‹ов было 6, то по одной конфете из 

ки по 6 конфет а раз. Значит, всего 6. а 


Рона: ы". ЗО 








3.5. Какие числа можно поставить вместо аи фв равенство а 6 =. а 
Так, чтобы равенство было верным? Возьми какие-нибудь числа и про- 
верь себя. 

3.6. Петя умножил 134 на 25 и получил 3350, а Катя, умножив 25 на 
134, получила 2350. Что можно сказать, ничего не вычисляя, о действи- 
ях Пети и Кати? 

3.7. Известно, что 128 : 456 = 58 368. Чему равно произведение 456 . 128? 





о: 
Пример 4 
4.1. Во втором классе с учеников. У каждого ученика по 6 тетрадей. В 
каждой тетради по а листов. Какими выражениями можно записать ко- 


личество листов в тетрадях у всех второклассников? 

Сначала можно найти количество тетрадей у всех учащихся. Оно рав- 
но: с. Затем количество листов в тетрадях а: (Ь: 0). 
| Можно рассуждать иначе. Сначала найти количество листов у одного 
С ученика а: 6. Потом количество листов у всех учеников (а. 5) - с. Запиши 
равенство. 

4.2. С помощью последовательности 0 1 2 1011 12209] 22 100 101 102 
110 111112 120 121... найди произведения (11 +2) : 10, 11. (2. 10). Срав- 
ни результаты. Запиши равенство. 

4.3. Сравни выражения и вычисли их с помощью таблицы умножения 


(8.2).4из.: (2-4). 


















Запиши равенство. 

4.4. Известно, что (1027 : 24), . 3 = 73 944. Найди произведения 1027 х 
х(24 3), (24 - 1027) :3, 24: (1027 3), 24. (3: 1027), 3.24. 1027. 

4.5. Найди значения произведений 


(552) (4 . 10), 3 (2- (4 10)), (3.-- (2 .4)) : 10. 


_ Сделай вывод. 
_ 4.6, Известно, что (27.4). (2-3) = 648. Найди произведения 
а 3) (27-2) (3-4), 3: 2.4.27. 


Пример 5 


В одной вазе а яблок, а другая — пустая. Каким выражением можно 
количество яблок в обеих вазах? Чему равно значение этого 
я? Запиши равенство. 

значения сумм:  — . 
а ДА 
{8 { а т, ), 0+271, 3 +0+ 2. 
а ‚одному пирожку. Каким выражением мож- 
пирожков на тарелках? Чему оно равно? За- 














> 
рзинах? Чему равно его значение? 
и значения выражений: 


-99, 0. 284, 0 (327 - 46), 0. (27. (386 - 12)), (0.504) - 47. 
обы произведения: а- риф: абыли 


вляемых вм 
. > г аи 6, нужно произведение а: 0 положить равным 
я е ‚ Так как 0 - а=0, тои произведение а: 0 также всегда 
я равным 0. Надо запомнить, что а: 0,= 0. 
3. Известно, что 38 . 16 = 448. Найди произведения: 


28 - (1. 16), (28:1): 16, 16-1: 28. 


.9. Найди значения выражений: 
205, 2050, (27-0) -39, (954.0): (3284), 325-15-0, 278-0:14 88. 


Запиши равенство. 


равны при любых числах, 


эн. : 
Пример 6 
96) м. В школьную библиотеку привезли. $ пачек книгдля младших клас- 
* в и спачек книг для старших классов. В каждой пачке по а книг. Ка- 
сих выражениями можно записать количество книг, привезенных в 
‚блиотеку? 

чество книг, привезенных в библиотеку, можно найти, если сна- 
нать количество всех пачек с книгами. Оно’равно в + с. Затем най- 

ичество книг в этих пачках. Оно равно а * (6+0). : 
же количество книг можно иначе найти. Сначала найти количест- 
для младших классов. Оно равно а * 6. Потом найти количество 
для старших ‘классов: Оно равно. а - с. Затем найти мне всех 
которые привезли в библиотеку. Оно равно (а: 6) + (а: 9. Отсюда 


равенство. 

а: (6+9 = (а- 8) + (а-9. 

ИВА ры 
ожно подставить в равенство (а: 6) + (а 

смеи было верным? Возьми какие-нибудь числа и про 


равен‘ 


7 


7 8) 

ыы осы У ЖкОу они «0-1 
8:32): 6 2). 
$ ноу 9. 


й 


2.32), 
Бр дяняат ,& 8 9’ 
эычатоя длизвор» $972 х 


нех 


я 














7.2. С помощью последовательности 0 1 2 34 10 11 12 13 14 20 21 29 93 
24 30 31 32 33 34 40... найди сумму 11 + 21. Поставь знак неравенства 
21, МЭИ. Л: 

7.3. Сравни выражения а+1 иа+ 2. Запиши неравенство. 

7.4. Сравни выражения а и а + 6. Каким числом нужно заменить $ в 
выражении а + 5, чтобы выполнялось равенство а+ 6 = а. 

7.5. Из выражений 1023 + 4, 1023 + 12, 1023 + 1, 1023 +0 выбери то, 
значение которого больше всех, меньше всех. 

7.6. Известно, что а> в. Сравни суммы а+си 6+ с. Запиши неравенство. 

7.7. У Кати 6 коробок с карандашами, а у Вани с коробок. У Кати коро- 
бок с карандашами больше, чем у Вани, т.е. 6 > с. 


В каждой коробке по а карандашей. Запиши количество карандашей у 
Кати и Вани. Сравни эти количества. Запиши неравенство. 

7.8. Из выражений 67.5, 67-8, 67. 12, 67-0 выбери то, значение 
которого больше всех, меньше всех. 

7.9. Известно, что а > 5. Сравни а` сиб: с При каком значении сэти 


выражения равны? 


Пример 8 

8.1. У Маши а конфет. Она отдала Кате в конфет. Сравни количества а 
и 6. Каким выражением надо записать количество конфет, которое оста- 
лось у Маши? Запиши это выражение. 

Что означает выражение а- 0? а- 4? Чему равно каждое из них? Могла 
ли Маша отдать а + 1 конфету? а + 2 конфеты? 

Запиши выражением количество конфет, которое стало у обеих девочек. 
Найди его значение и запиши равенство. Объясни, почему а+ (а- В =а 

8.2. Разность а - 6 = с. Найди, чему равно а, чему равно 6. 

8.3. Сумма а + 6 = с. Запиши еще два верных равенства. 

8.4. Найди значения выражений 269 + 58, 327 - 969, если 397 — 58 = 969. 

8.5. В двух вазах яблоки. В первой а яблок, во второй вазе $ яблок. Из 
второй вазы взяли с яблок. Запиши выражением количество оставшихся 
яблок. 

Каким выражением нужно записать количество оставшихся яблок, если 
с яблок взяли из обеих ваз? Запиши это выражение. 

Сравни оба выражения и запиши равенство. 








привезли в магазин. 


ичество справочн 
а ВНЕ ЕН можно так найти. Сначала найдем количе 
вв. ЭТИ ами. Оно равно 6 - с. Затем количест 
х пачках. Оно равно 4(5- 6 во спра- 


о иначе рассуждать. Снач 
- 6. 


, 
, 


Равно а : с. Тогда количество с 
4 у правочников 
(а 6) = (а- 9. Запиши равенство. . 
Запиши выражение, равное (а. 6) - (а- 5). 
3. Вычисли двумя разными способами 


кур р 5. (6-4); (8-9) - (8-7); (3:17) - (2:17). 


Малышам раздали а яблок по $ каждому. Запиши выражением ко- 
во детей, получивших яблоки. Используя это выражение, запиши 
ество всех яблок, которые были розданы. Чему это количество рав- 
иши равенство. 
Запиши выражения, равные а и 6, если а 6 =.с. 


5. Найди, чему равны частные; 
Вен -. ааа: < 


5х 
звестно, что а. 0=0, а` 1=а. 
Какое число можно поставить в равенство а: 
2 
авенство было верным: 
слай так : р— это такое число, умножая которое на 0, получаем а. 
умножая на 0, всегда получаем 0. Значит, на р делить нельзя. 
т ; д 
ши сли а: 6= с. 
ения, равные @и 6, е 
= ея - = 448. Найди частные 448 : 16, 448 : 28. 
’ 


тно, что 518: 37 = 14. Найди частное 518 : 14 и произведе- 
Известно, а 


3 


0 = р вместо 6 так, 


потом — 6 стульев. Все сту- 


7 м 


а привезли елена | 
сов поровну в кажды!". в каждом 
‹ количество стульев 
ми_выр: ыы зн Е мае кв в адажемаиюо дне 
: АВА р 





дом классе, когда расставили Ь стульев. Тогда количество всех стульев в 
каждом классе запишется выражением 


Ню т 


. Ва С (6 6). 


Запиши равенство. 
‚10.2, Запиши выражение, равное данному (4: 6) + (6: 6). 
10.3. Вычисли двумя различными способами: 


(12 +36) :3; (28+56):7; 84:6. 
10.4. Запиши выражения, равные данным: 


(121 :11) + (44:11), (96+ 64) : 4. 


10.5, В школьной столовой испекли а пирожков. Из них 2 пирожков 
поровну раздали с детям на завтрак, а оставшиеся пирожки раздали по- 
ровну на обед. 

Какими выражениями можно записать количество пирожков, кот орые 
получил на обед каждый ребенок? 

Количество пирожков, которые получил каждый ребенок на обед, мож- 
но найти, если сначала найти количество оставшихся на обед пирожков. 
Оно’равно а - $. Затем найти количество пирожков, которые получил 
каждый ребенок в обед. Оно равно (а- 6): с. Это же количество пирож- 
ков можно и по-другому найти, если сначала найти то количество пирож- 
ков, которые получил каждый ребенок всего на завтрак и обед. Оно рав- 
но а: с. Потом найти количество пирожков, которые 
ребенок на завтрак. Оно равно 6: с. Тогда количество пирожков, полу- 
ченных каждым из них на обед, равно (а: с) - (6: с). Запиши равенство. 

10.6. Запиши выражение, равное данному (а: с) - (6:0. 

10.7. Вычисли двумя разными способами | 

(27-9):3; (84-60) : 12; 98:7. 

10.8. Запиши выражения, равные данным: 

(250 :5)- (30:5), (111-27) : 3. 





получил каждый 


$ 8. Текстовые арифметические задачи 


Текстовая арифметическая задача — это прежде всего описание на ес- 
тественном языке некоторого фрагмента объективной действительно- 
сти. Но всякое естественноязыковое описание является не столько от- 
ражением действительности как она есть сама по себе, сколько пони- 

_манием ее с той или иной точки зрения и ‘сообщение этого понимания 
д сознанию, т.е. представляет собой некоторую интерпретацию 
: | г Гм д действительности: Текст задачи отлича- 
ве ‘екстов тем, что это текст-размы- 
еоор для достижения цели, по- 
Зрета МОДЖЕЛ п ЧНлалУтго ба: > 
я, вило, сводится к системати- 
лько переводится на 









рифметики. 


р приведенного рассуждения следует, что поиск решения текстовой 


задачи, основной нерв которого составляет перевод естественноязыко- 
_вого текста на математический язык, не может быть алгоритмизован, и 
именно перевод представляет наибольшую сложность при поиске реше- 


















ЭЖков РЯ 
ли по- ‚ так как для его осуществления прежде всего нужно выявить значе- 
сл, семантику текста, реконструировать или, как говорят психо- 
а ги, репрезентировать гомоморфный образ описываемого текстом фраг- 
рые ‚действительности в сознании, а затем описать этот образ на мате- 
ческом языке. Преобразование же полученного описания на мате- 
‚ МОЖ- ком языке, во всяком случае в пределах школьной арифметики, 
ЖКОВ. дставляет особых трудностей. 
в 
тучил тобы показать сложность перевода с естественного на математичес- 
в й язык, рассмотрим следующие примеры текстовых задач, математи- 
трож- ское описание или математическая модель которых одна и Та же. 
› рав- . Найдите сумму чисел би 2. и : 
кдый `У Кати 6 цветных и 9 простых карандаша. Сколько карандашей у ре 
полу- р ‘одной полке 2 книги, на другой — 6. сре книг ее а вы 
ах е 2. Сколько 
ство. 4. У Пети было 6 марок. Ему подарняи ещ рь мароку 





КУЭТох учя 

ня отдал 2 тетр. 

Руби ь 

6 ОлдАтиКОЪ, ау Сережи на 2 больше. Сколько солдатиков у 

д резье я “тнЗон $ Е 

г ет к Е 6 конфет Пете. После этого у нее не 

2 меньше, чем у Сережи. Сколько ‘солда- 

кира Я озегором ыы эрафоч: 
кой бой, 2 партии он выиграл, а.6 проиг 

РУ рАЛА о ке Зале эпоа Эзра. 






ади Маше. У него еще 6 осталось. Сколько тетра- 



























туации ее существенные с точки зрения поставленной цели признаки, 
что неизбежно предполагает полное понимание текста. Именно в этом 
смысле текстовые задачи можно рассматривать как Е ВНые спосо- 
бы описания арифметических операций и отношений. 

Существенную помощь в понимании отношений, описываемых в текс- 
те, может оказать вспомогательное промежуточное описание их нагляд- 
ным графическим образом. В задаче 2 такой графической моделью мо- 
жет быть модель, представленная на рисунке 146. Она такова, потому что 
семантический анализ текста пока- 
зывает, что числовые характеристи- 
ки рассматриваемой ситуации ЯВлЛЯ- 
ются количественными числами. Пе: 
ревод такого вспомогательного ОПИ- 
сания на собственно матгематичес- 
кий язык не представляет особых 
трудностей, если смысл сложения 
достаточно усвоен. 

Особенность ситуации, рассмат- 

Рис. 146 риваемой в этой задаче, состоит в 

том, что она стационарна, Т.е. ее чис- 
ловые характеристики выступают как характеристики состояния. 
Задачу 3 отличает единственный нюанс: дважды встречающееся в тек- 
сте число 7 одно из которых может быть заменено словосочетанием «на 
этих полках». 

‚ В задаче 4 ситуация, описываемая в тексте, не является стационарной, 
она изменяется, причем число 6 является характеристикой ее начально. 
го состояния, а число 2 характеризует ее изменение. Требуется найти 
характеристику ее конечного состояния. Так как эти числовые характе- 
ристики — количественные числа, то вспомогательная графическая мо- 
дель та же.самая, что и в задаче 9. 

Задачу 5 в методике принято относить к задачам на нахождение неиз- 
вестного уменьшаемого. Рассуждение, что если осталось .6, а отдали 9, то 
рвоначально было столько, сколько осталось и сколько отдали, позво- 

кс построить соответствующую графическую модель, совпадающую с 

графическими моделями в предыдущих задачах, так как числовые харак- 
ЕЕ ки здесь также количественные числа. ‘ } 

_ В задаче 6 описывается отношение между числовыми характеристика- 
< овокупностей. В методике такое отнощение называется «боль: 
графическая модель здесь существенно иная. Она пред- 

унке 147. в 24 


А т р В 












































ые. Есл р 
Ы: и же усвоено, что отношение а>ф на с означает то же, 


р < ана с, то пост 
у ь Роение графической модели, совпадающей с 
о задачи ©, не представляет особых трудностей, 
ичие задачи 9 от всех предыдущих в том, что сыгранные партии 
яются определенными физическими объектами. Каждая партия — 
‹оторый протекающий во времени процесс. Количество таких, сле- 
х друг за другом, процессов можно представить в виде последова- 
ти, нумерующей их. Тогда вспомогательная модель задачи может 
акой, как представлена на рисунке 148, так как число партий есть 
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' пичают те же особен 


, оцесса, 
п иы в последовательности. 


ыы - 
что одимое для поиска решения рас- 
д рвоклассников, но и 

что если результа- 

а на первом 6 очков. 


ности, что и ‘задачу 9, но каждое очко 
значит, числа здесь так же выступа- 
Ее вспомогательная, 


этапе 
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Рис. 149 





| 
| только от количественных характеристик рассматриваемых в условии 
| ситуаций или процессов и отношений между ними, но и от их качествен- 
| ных характеристик. К качественным относятся, например, объекты, о 
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чащимся, то осо- 


ет не только опыт оперирования с ними, но и более 
смысл арифметических действий и отнощений. 










° Сложность преобразования текста 


существенным образом зависит от тех рассуждений 


_СЛУчае, если в образном пред: 
ОГО в тексте, удается 














преобразования возникшего образа: В 
‚идеале надо стремиться к тому, чтобы все вспомогательные средства вы- 
Ступали лишь как внутренние представления задачи. В процессе обуче- 
Вия следует достигнуть такого идеала для тех задач, которые, может быть, 
несовсем удачно, называют типичными. Они как раз и образуют тот фун- 
дамент, на котором строится поиск решения любых текстовых задач. Но. 
‘несмотря на то, что типичные задачи требуют только распознавания их 
‘типа, сам процесс распознавания не алгоритмизуем и требует определен- 
ных усилий, результат ‘которых не может быть точно предвиден. Приве- 
енные выше примеры показывают, что необходимым условием такого 
авания является понимание текста, выявления его семантики как 

ого явления. 
черкнем еще раз, что одним из решающих этапов работы над зада: 
ется этап анализа текста. Известен целый ряд приемов работы 
этапе. Например, интонационно и логически правильное чте- 
а, его переформулировка. Выделение. «ключевых» слов. Выде- 
ячин как известных, так и неизвестных, в том числе заданных 
в задаче. Выделение известных величин и тех, которые а к 

Построение вспомогательной модели, в том числе крат 

ица. Конечным итогом работы на этом этапе должна сыть 


оказывают возможные пути организа- 


ые примеры п 
В 2 икольников В ЭТОМ направлении. 


ой деятельности 
раст 
ОЕ 


‚скот: «Дети играют во дворе: Среди них 















Придумай похожий рассказ про шаги Вани, если он шел от дома до 
школы мимо спортивной площадки. С помощью отрезков изоорази его 
путь. Сравни изображения. "ей 

1.4. Перескажи: «У школы растет @лип и 6 берез». Нарисуй картинку, 

Ответь на вопросы: бро 

— Что известно про количество лип у школы? про количество берез? 

Придумай подобный рассказ про яблоки и груши, которые дали детям. 

Нарисуй картинку. 

1.5, Перескажи и нарисуй картинку: «В магазин привезли а мешков кар- 
тофеля и 6 мешков моркови. Всего с мешков». 

Ответь на вопросы: 


— Что известно о количестве мешков с картофелем; с морковью; всех 
мешков с овощами? 


Придумай похожий рассказ о мальчиках и девочках в первом классе. 
Запиши выражения для а, 6, с. 

1.6. Знаком У последовательности О 14 4У\ЛИ\МЭРеЕ... Петя отме- 
тил число дней, которые он провел у бабушки. Остальные 4 дней кани- 
кул он был на экскурсии. Каким знаком отметил Петя число дней кани- 
кул? Запиши выражения для каждого отмеченного им знака. 

Ответь на вопросы: 

— Что известно о количестве дней, которые провел Петя у бабушки; 
которые он пробыл на экскурсии; на каникулах? 

Придумай подобный рассказ о том, как Маша читала книгу и с помо- 
щью той же последовательности отмечала число прочитанных страниц. 

1.7. Масса всей маминой покупки а кг. Ваня нес 6 кг, а мама с кг. 

Нарисуй картинку, изображающую массы, о которых здесь сказано. 
Изобрази любым отрезком массу одного килограмма. 

Ответь на вопросы: 

‚— Что известно о массе всей маминой покупки; о массе, которую нес 
Ваня; о массе, которую несла мама? 
_ Запиши выражения для а, 6, с. 


* 


а больше, чем 6 меньше, чем а? 
о абольнше, чем с? с меньше, чем а? 





то? На сколько больше ша 
риков стало у Маши? На сколько меньше 


, 


у. Можно ли сзаменить любым числом? 
заменить любым числом? Каким оно д 
_ Придумай похожий рассказ про 
да, которые были у Пети. 

1.10. На одной с ак й 
1.1 ы дной Е а книг, на второй на р больше. Всего с книг На 
третьей полке на Ькниг меныше; чем на первой, всего их (книг. 
Е Сначала нарисуй книги на первой и второй полках, затем на первой и 
третьей полках. Ответь на вопросы: 
_ — Что известно о количестве книг на первой полке; на второй полке; 
на третьей полке? На какой полке больше всего книг? Меньше всего? 


ниа, фи с какими-нибудь числами. 
Как найти это число? Можно ли в 
олжно быть? 


запасные подшипники для велосипе- 


°ОМ классе, \ — На сколько сбольше, чем а? Насколько а меньше, чем © На сколько 
п | а больше, чем Ф На сколько 4 меньше, чем @? 

ы отме } Узнай, на сколько книг на третьей полке меньше, чем на второй? Ка- 
дней кани- } ким выражением можно записать это количество? 
дней кани-_ °—  Запиши выражения для а, 6, с, а. 


Замени а, 6, с, какими-нибудь числами. Какие числа нельзя взять лю- 


быми? 
Придумай подобный рассказ про массу картофеля в трех мешках. 
_ 11. У Пети было а руб. Он хотел‘купить блокнот за $ руб., но у него 


не хватило с руб. 
_ Нарисуй картинку, из 
_ сказано. Ответь на вопросы: : 
— Сколько денег г. у Пети? Что известно о стоимости блокнота; о 

и 2 
личестве денег, которых не хватило Пете на покупку? и | 
"Ка е из чисел аили 6 больше? На сколько больше, чем а? На сколь 
кое 


меньше, чем ха 
т я а : 

апиши выражения для 4, 
ридумай вии рассказ про книги, 


ображающую количество рублей, о которых здесь 


которые Катя хотела взять с 


тали книгу. Катя прочитала 12 страниц. Оказалось, 


: ! больше, чем Ваня. 
и Эстранииы 7891011 12 13 14 .. отметь 


сти 0 
ми последовательно ней 
ных страниц Катей и Ва! ий г 
м вх ' Г. : 


трани! ‚ прочитан ре 
ф выка А ? . 





1.13. Таня и Маша чистили картофель. Маша очистила 6 картофелин, 
что на 2 картофелины меньше, чем Таня. 
Знаками последовательности 0123456789 1011 12... отметь число 
картофелин, очищенных девочками. 
Ответь на вопросы: ы 
м — Кто из них, Маша или Таня, очистил больше картофелин? На сколь- 
ко картофелин больше очистила Таня, чем Маша? На сколько картофе- 
лин меньше очистила Маша, чем Таня? 
В Придумай похожий рассказ про количество огурцов, собранных с двух 
| грядок. Расскажи иначе обе эти истории. 
й 1.14. На первой остановке в автобус вошли 4 пассажира. После второй 
| остановки в автобусе на 2 пассажира стало меньше, чем было до первой 
остановки. 
— Что произошло на второй остановке? (Пассажиры только выходили.) 
Знаками последовательности 0 19345... отметь, как изменялось чис- 
ло пассажиров в автобусе. 
Сначала отметь число пассажиров, которые вошли на первой останов- 


ке. Так как пассажиры входили, то число пассажиров в автобусе увеличи- 
| лось. Это можно так показать: 
|} 


0123 [4] 56... 


На сколько уменьшилось пассажиров на второй остановке можно по- 
казать так: 


0123[4]567... 
21 
Число пассажиров, которые вышли на второй остановке, можно так 
показать: 














0123[4]567... 


в 
65432 10 


Каким выражением можно записать число пассажиров, которые вы- 
шли на второй остановке? } 

Придумай похожий рассказ про количество яблок в вазе, в которую 
сперва добавили яблоки, а после обеда их оказалось меньше, чем было 


(: 


Е ‚р 


о ечеЫ весь день магазин продал 12 ящиков с апельсинами. В конце 
‘дня оказалось, что их количество уменьшилось на 4 по сравнению с тем, 





г ва т ы Маре 
‚могло произойти? (В течение дня в магазин привезли еще ящи- 
льсинами.) и 25% ‘ мн: с 
и последовательности 0 123456789 10 11 12 13 14... отметь, 
2 ь число ящиков с апельсинами в магазине. 
ением можно записать количество ящиков, которые при- 
> ДНЯ? о 64-52535 изо; : 





2345678910 11 12 
З%е 
ался в городе В. а 


похожий рассказ про П 


етю, который пошел 
7 у ; ь 
пом для урока физкультуры. ю аа 


В спортивном Зале тренируется а команд. У каждой команды одно 
с количество мячей 6. Всего у них смячей. 


исуй картинку. Ответь на вопросы: 


о сколько раз число всех мячей больше, чем число команд? 
- Во сколько раз число всех мячей больше, чем число мячей у одной 
ды? 
е числа можно поставить вместо а, 6, ©? 


о. сколько раз число команд меньше, чем число всех мячей? 
манды меньше, чем число всех 


сколько раз число мячей у одной ко 
и. Ты 








Придумай рассказ про число редисок в пучках так, чтобы все величи. 
ны находились в том же отношении, в каком находятся величины в этом 
рассказе. я 
_ 2.2, У Пети а руб. Он купил 6 пакетиков орешков, каждый из которых 
стоит сруб. После чего у него не осталось денег. 
Нарисуй картинку. На какие вопросы можно ответить о величинах, про 
которые говорится в рассказе? 
_Запиши выражения для а, 6, с. 
Какие числа можно поставить в каждое из этих выражений вместо а, 6, © 
Продолжи рисунок: 


. [] 
= 


п.о 


123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 50 91 
Рубли. 


5 » Рис. 151 
Заполни таблицу: 


Придумай такой рассказ про кроликов в клетках, чтобы все величины 
находились в том же отношении. 

2.3. У Ани а коробок цветных карандашей и 6 коробок с гуашью. На 
урок рисования ей надо взять одну коробку карандашей и одну коробку с 
гуашью. Различных наборов из дву жеобок ей хватило на суроков ри- 

7. - 


_ На какие вопросы о величинах, про которые говорится в рассказе, 
нае 9 мае сое 


ОУ СИЮ нон" Зытисл-. ДНУМра стоны 






г 
в. 
_ Запиши выражения для а, в, с 


числа можн 
м (8) постави 
ть в каж 
Дое из эту 
их выражений вмест 
место 











х, про 
$ 
ти 
от 
0 
м 
8 `& ве 1 Коробки 
я карандашей 
о > Рис. 153 
р — Какое количество коробок с красками соответствует этому рисунку? 


ис. 151 = фбаполыи таблицу: 


Число наборов 


`. 


сказ про блузки и юбки у Кати. 
ной ам шыют в платьев. 


ай похожий рас 

‘швейной фабрике из куска ткани дли 
е платье расходуется см ткани. 
величинах здесь говорится? . н 


: ответить? : 
у числовые значения величин: | 


а какие вопросы об этих вели- 


эвне о орьиЯ сли ох х 


и $ 




















ПМ Уи Ю ГАМ РОЛ 
И: 


у 


0123456789101 12 13 М 15 
Метры ткани 





Рис. 155 


Заполни таблицу: 


бло метою [4 в [в [м [4 |6 [32 | 
а Е | 


Придумай рассказ про массу печенья в ящиках так, чтобы все величи- 
ны находились в том же отношении. 

2.5. Каждый час токарь изготавливает а деталей. За $ часов он изгото- 
вил с деталей. к 

На а вопросы о величинах, о которых здесь сказано, ты можешь 
ответить 


‚ Отношения между этими величинами можно изобразить с помощью 
последовательности: 


26 : 
О ао 





пиши выражения для а, 6, с. Какими числами можно заменить в этих 
аа фи? р ых 


\й рассказ про то, как бригада второклассников изготавливает 
украшения, так чтобы все величины находились в том же отно- 


одну минуту улитка проползает а см. рсм она проползла за смин. 
ие вопросы о величинах, о которых здесь сказано, ты можешь 


ьвэти вы- 
зе я для а. В, с. Какие числа можно поставит Т 
и выражени 9 К: 


я вместо а, 5, @ 


жи рисунок: 



















Пример 3 #5 
8:1 Водном кармане у Кати 5 конфет, а в другом — ^. Сколько конфет 
у Кати в двух ка манах? р та 

- к ИАА говорится в этой задаче? (О количествах конфет 
в одном кармане; в другом кармане; в двух карманах.) 


— Числовые значения каких 'из этих величин известны, а каких — неиз- 
вестны?* } 
















— Как можно изобразить эти величины? Нарисуем картинку. Сначала 
нарисуем количество конфет в одном кармане а): 





Рис. 159 
| Потом — количество конфет в другом кармане 6). 
' Затем — количество конфет в о 


боих карманах в). 
Это количество неизвестно, его требуется найти, поэтому поставим 
знак вопроса. ! | “ 


Что нужно сделать с известными колич 


ествами, чтобы найти неизве- 
стное? (Их надо сложить.) 

3.2. Маша вырезала сначала 3 снежинки, потом еще 4. Ско лько снежи- 
нок вырезала Маша? 


— О каких величинах говорится в задаче? 
— Как Маша вырезала снежинки? (Последовательно, одну за одной.) 
— Как можно изобразить величины, о которых идет речь в задаче? 
Нарисуем последовательность: | 

ие 1..0128456789 ГЕ 
Отметим числовые значения тех величин, которые известны. По вх, 


01 2[8]4 56789 10 


олько кружек р р 
ру молока было израсходовано? ‚ а2 кружки выпили 
ыы г 


бы изобразить 
чем о ы величины, рассматриваемые в 
ры двух из них известны. а треть ны а это 3 емко- 
произвольный отрез. ы › ю требуется най з 
р ит ибме резок в качестве изображения о: йти. Возь- 
в. Уи омерения> Тогда получим картинку: В 


2 


4 


9 Рис. 160 


Хх, 
*® на показывает, что искомая величина может быть найдена как сумма 
естных величин. 
3.4. У Маши было несколько тетрадей. Мама купила ей еще 5. После 
го как первоначальный запас тетрадей израсходовался, у нее осталось 
меньше, чем было сначала. Сколько тетрадей израсходовала Маша? 
Этой задаче описаны следующие величины: 
К оличество тетрадей: а) которое было у Маши; 6) которое‘ ей купила 
а; в) которое она израсходовала; г) которое у к осталось; д) на'ко- 
рое уменьшилось первоначальное число тетрадей. 
Из них известно количество купленных тетрадей и количество, на ко- 
) оначальный запас тетрадей. 
ь азы: я о неизвестны. Требуется найти количество из- 


) х Машей тетрадей. 
в которые были сначала у Маши и количество которых не 
етради, рые ` 


р й, обозна- 
‘обс естиками, а тетради, купленные ‚мамой, 
вне ьности 1234567... "Тогда получим: 

о Зхокт2 8 4[5]6 7.5 


\ 55-й: 
и меныше, то она взяла из тех, что 
енных. Покажем это так: 


ЕО 








й их запас. Можно сказать: «Так ` 
ся первоначальный и 
ва, на которое уменьшил 


: 30+ 
как тетрадей осталось меньше, чем было до покупки, то израсходованы у 
все, что купили, и те, что были». о й 
| 3.5. В вазе лежали сливы. Ваня съел 5. После чего мама положила в 


| вазу еще 8 слив. Как изменилось их количество? ай 

Ч Все четыре количества слив, соответствующие последовательным мо 

й ментам времени, неизвестны. Известны только два их изменения, а требу. 
ется найти результирующее. Поэтому задачу следует отнести к сложным. 

При анализе условия полезно рассмотреть две вспомогательные задачи: 

| а) В вазе лежали сливы. Мама положила еще 8 слив. После чего Ваня 

| съел 5. Как изменилось количество слив в вазе? 

| 6) В вазе лежало 8 слив. Ваня съел 5. Как изменилось их число в вазе? 

| Сколько слив осталось? 

Задача 6) не представляет особых 
трудностей. Ее вспомогательная модель 
может быть такова (рис. 161): 

Ответ очевиден: число слив в вазе 
уменьшилось на 5, осталось 3 сливы. 

Задача 3.5 а) отличается тем, что уве- 
личение и уменьшение исходного коли- 
| чества слив поменялись местами. Что 
| легче воспринимается? Легче предста- 





вить то, что именно из этих 8 слив и Рис, 181 ) 
были съедены 5. Графическую модель этой ситуации можно предста- 
| вить так: 


АЗ мы 






вх В я у Рис. 162 
вс | 


показывает, на сколько задача а) сложнее задачи 6). При- 

‚ что в а Ве первоначально в вазе могло и 

В. А ВС й ситуация такова, что первона- 
время как в исходно р 

зазе ло быть меньше 5. Поэтому графичес- 
енена (рис. 163): 





Рис. 163 


едует отметить, что в результате описанных изменений количество 
лив может как уменьшиться, так и увеличиться в зависимости от того, 
относятся числа съеденных и добавленных слив. 


3.6. Рассмотрим $3 задачи: 
) Мастер изготавливает 15 деталей за 3 ч. Сколько деталей изготавли- 


стер за 1 ч, если каждый час он изготавливает одно и то же коли- 

о деталей? 
Поезд за 4 ч прошел путь длиной в 160 км. Сколько километров в 
| емон проходил за 1 ч? (С какой средней скоростью двигался поезд?) 
На пошив 12 одинаковых платьев расходуется 36 м ткани. Сколько 


и расходуется на 1 платье? 


Г 2 5 
ЭесЕТ м 08; убеи ранерч 





_ В каждой из этих задач описывается некоторый =. котор ыы й пря. 
молинейно и равномерно протекает во времени. я оыненк 
задаче время присутствует неявно, тем не менее ясно, чт ›шив не мо- 
жет протекать иначе как процесс во времени. >> 

а) Так как мастер изготавливает одно и то же И Ство де те й з а 1ч. 
то количество деталей, изготовленных за 2 чувеличится в 2 раза, а за Зч— 
в 3 раза. Значит, 15 деталей больше, чем количество деталеи, изготовлен 
ных за 1 ч, в 3 раза;а количество деталей, изготовленных за 1 чв3 раза 
меньше, чем 15. Если возьмем все изготовленные мастером детали, то их 
нужно распределить по 3 ч поровну. Это можно изобразить так (рис. 164). 

Чтобы поровну в каждый час распределить 15 деталей, поступаем так: 


«берем» одну деталь и относим ее в первый час, потом «берем» другую и 
относим ее во второй час, затем «берем» третью и относим ее вт ретий 
час. Так поступаем до тех пор, пока не распределим все детали. 

6) Длину пути, который проходит поезд за 4 ч, также надо распреде- 
лить на 4 равные части. Чтобы изобразить процесс движения поезда, 
возьмем произвольный отрезок, длину которого будем считать равной 


20 км. Тогда пройденный путь изобразится отрезком так (рис. 165): 


# 20 км 


Пройденный путь 
Время движения 


защ Рис. 165 
В задаче 3.6 в) необходимо разбить на равные части 36 м. Изобразим 
произвольным отрезком ткань, которая идет на пошив одного платья. 
Тогда всю израсходованную ткань можно представить так (рис. 166): 
| [ 


‚_ Ткань на одно платье 


те Ткань на все платья 
Количество 





тер изготовил 45 деталей, то ему по- 
дольше, т.е. 9 ч. Если бы поезд двигал- 


3.7. Скорость автомобиля в 5 раз больше скорости лошади. Во сколько 
| меньше времени понадобится автомобилю, чем лошади, чтобы прой- 
одно и ТО же расстояние? 
ее каждую единицу времени автомобиль проходит расстояние в 5 раз 
ее, чем лошадь. Поэтому то расстояние, которое проходит за 5 ед. 
рен лошадь, автомобиль проезжает за 1 ед. (рис. 167). 


Длина пути 


Время лошади 
Время автомобиля 
Рис. 167 
3.8. Ученик изготавливает на 2 детали меньше, чем мастер за каждый 
час работы. На сколько больше деталей изготовит мастер, чем ученик за 
6 ч работы? 
ый час работы изготавливает столько же деталей, сколь- 


_ Мастер за кажд 
° ко иученик и, кроме того, еще 9. Это можно представить так (рис. 168): 


5 6 ла 


чем ученик. Сколько дополни- 
же де- 


тера? 













Через 1 мин 


м 


Через 2 мин 


м 


Через 3 мин 


Рис. 169 


Так же, как ив предыдущем примере, эта задача позволяет углубить 
понимание описанного в исходной задаче процесса. 
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Элементы алгебры 

и геометрии 
в курсе математики 
начальных классов 






$ 1, Тождественные преобразования 
арифметических выражений 


Арифметические выражения входят в систему обучения математике, 
как только школьники начинают знакомство с цифрами как способами 
именования вполне определенных конкретных чисел. При этом ими де- 
лаются первые шаги по пути овладения математической символикой и 
математическим языком. В то же время, записывая число определенной 
последовательностью цифр, ребенок начинает знакомство с отвлеченным 
числом: Над такими ‘отвлеченными числами можно производить ариф- 
метические действия, независимо от природы числа. Рассматривая чис- 
ла как систему знаков, операции над ними подчиняются точно сформу- 
лированным правилам, пренебречь которыми невозможно. В этой сис- 
теме и строятся арифметические выражения, они составляются из чис- 
ловых знаков (имен чисел) и знаков арифметических действий. Для крат- 
кости и удобства речи обычно ЗЫ раз называют просто числом, а 

чак действия — твующим де . 
п дням арифметическое выражение. Если два 
арифметических вы ения соединить знаком дерини о че вьу аа 
запись также есть арифметическое ковена ск 

фу 52$ Я 
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ного числа, являющегося значением каждого из них. На ВО мссяте нату. 
ральных чисел они не имеют смысла. Выражение 3.: 0 а те имеет 
смысла, но в отличие от предыдущих примеров, такое выражение не име. 
ет смысла на любом числовом множестве. 

Таким образом, между двумя арифметическими ее кениями, имею- 
щими смысл, устанавливается отношение равенства: два выражения рав- 
ны тогда и только тогда, когда их числовые значения от 

Отношение равенства между выражениями имеет двоякий смысл. Каж- 











дое из равных выражений можно рассматривать как тождество, означаю- 

щее, что слева и справа от знака равенства записано одно и то же число. 

Например, число 5 можно записать как 2 +3, 15-10, 25:5, (120:4) - 95 
| и др. С другой стороны, это отношение можно рассматривать как отноше: 
ние эквивалентности на множестве арифметических выражений. С этой 
т точки зрения все записанные выражения, обозначающие число 5, входят 
| В один и тот же класс эквивалентности. 

Запись выражения, имеющего смысл, другим выражением из того же 
класса эквивалентности, при которой оба выражения соединяются зна- 
ком, равенства, называется тождественным. преобразованием. Выраже- 

| ния, получающиеся тождественным преобразованием из некоторого дан- 


ного выражения, имеют существенно различный математический смысл. 
С.лингвистической точки зрения тождественно равные выражения яв- 
| ляются омонимами, но омонимия математического языка значительно 
| более содержательна, чем соответствующее явление в естественном язы- 
ке. Действительно, тождественные преобразования дают возможность 
; получить новое нетривиальное знание. Это можно увидеть из простей- 
| шего примера. По традиционной программе (учебник М:И.Мофо и др.) 
| сумма 6\+ 3 находится так называемым приемом по частям: сначала $ за- 
меняется суммой 2 + 1, затем к 6 прибавляется 2 и к полученному резуль- 
тату прибавляется 1. Что можно записать в-виде цепочки тождествен- 
ных преобразований так: 6+3 =6 + (2 +1) = (6+2)+1=8+1=9. Это 
значит, что тождественные преобразования позволили найти неочевид- 
ный (в рамках данной системы обучения) ответ: 

Какие же правила позволяют преобразовывать арифметические выра- 
жения так, чтобы каждое следующее было тождественно равно каждому 
из предшествующих? Таких правил два: 

1) каждое выражение можно заменить любым другим, тождественно 
ему равным; пчч Иня . : 

_ 2) выражение, получающееся из данного применением к нему свойств 

арифметических действий, является тождественно равным данному. 

_ В приведенном выше примере использованы оба правила. Действитель- 

но, сначала мы заменили 3 равным ему выражением 9 + 1, затем приме 

нили свойство ассоциативности сложения, после чего заменили 6+ 2 рав- 

ным ему выражением и 8 + 1 также заменили на равное. 

„Ранее была отмечена необходимость использования скобок для запи- 

‘арифметических выражений. Но легко видеть, что количество ско- 
‚ содержащих более трех действий, быстро возраста: 

‚выражение ((((1+2)+3).+4) + 5) +6 содержит 8 скобок — 





















ых и 4 правых. Это создает существенные неудобства как для чте- 
ь так и для записи. Поэтому возникает потребность в упрощении за- 
арифметического выражения так, чтобы сохранился его первона- 
ый смысл. Если проанализировать приведенный пример, то мож- 
о увидеть, что скобки в нем задают такой порядок действий, который 
‘совпадает с порядком их записи. Поэтому естественно записать его без 
‘скобок, считая эту запись сокращением исходной. В то же время, так как 
сложение ассоциативно и коммутативно, это выражение можно записать 
у и многими другими способами, произвольно меняя как порядок дейст- 
_вий, так и порядок слагаемых. 
‹ _ Сравним тождественные преобразования двух таких выражений: 


2) 14945) +6784) +9 +5) +6-((6+4)+5)+6- 
= (10+5)+6=15+6=21; 
(1+6) + (2+5) + (3+4) =7+7+7-=21. 


й _ Эти примеры показывают, что с помощью тождественных преобразо- 
° ваний можноупрощать вычисления. В частности, задача вычисления зна- 
_ чения выражения (137.3) + (137-77) с помощью тождественных преоб- 
'разований, в основе которых лежит дистрибутивность умножения, зна- 
1 ‘чительно облегчается, как только мы замечаем, что оно равно 137. (3+ 
+7) = 137 - 10. 
— Правило опускания части скобок в арифметическом выражении рег 
_ ламентируется следующим соглашением: 
_ если в выражении имеются скобки, то действия в скобках выполняют- 
-рвыми, затем выполняются действия умножения и деления в том 
оядке, в каком они встречаются в записи, и только потом — действия 
-нияи вычитания; такжев порядке их записи; 
37 - $ + 137 - 7 есть сокращение для (137 -3) + 
ыполнять действия в соответствии с этим 
ии нежелательно. 
ашением выражение 7-4- 2 есть со- 
7- (4-2). Легко видеть, что значения 
ер показывает, что вычитание не 
последнем выражении скобки у 
злять порядок компонентов вычитания, в силу 
с сь 12 +5=3- Гесть сокраще- 
вы кво 


(5-8))—1. 


в ака о 
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основанной на анализе данного выражения, предшествующем я пре. 
образованиям, а также на знании свойств арифметических действий, 
`Крометого, тождественные преобразования совершенно точно аргумен- 
тированы и являются примерами правильных дедуктивных рассуждений, 
причем требуемые умозаключения производятся над явно заданными 
объектами — записями на математическом языке, — что, безусловно, лег. 
че, чем умозаключения над утверждениями, смысл которых не поддает- 
ся «материализации». 

‚ Овладение умением производить тождественные преобразования поз. 
воляет школьникам применять на деле свойства арифметических дейст- 
вий, а следовательно, способствует их понимаю и запоминанию. Но, что 
еще более важно, развивает умения обосновывать свои действия, при: 
учает ум к дедукции. В то же время овладение таким умением является 
чрезвычайно существенным с точки зрения подготовки ребенка к даль: 
нейшему изучению математики в основной школе. 

‚ Как может быть организована познавательная деятельность школьни- 

ков, направленная на овладение тождественными преобразованиями 
арифметических выражений, показывают следующие примеры. 


Пр и мер 1 
1.1. Из данных записей выбери те, которые являются арифметически- 
ми выражениями: 
й РЕ 5. 28: 5 (+ 24) — 7; 
(18 + 15) (32:4); 24-35; 15-98: 4% 18 32;2+3'+5; 
ким (29 -32):5; (8-(4+5)) -2; ((17+3):5)-4. 

1.2. Найди значения тех выражений, которые сможешь вычислить: 
х в | ры 2+ 523) —6) +2; (8 +12) - (5-5); (28:1)= (8: 1); 
27 (104 = 104): 3; ((1+5) 3)`-9; `((25.7)+ (106: 4)) - 0; 
о. (35-29): 684-344); (8-6) 4)+32).5. 
т Сравни выражения и найди их значения: 


_ 2) (8+6) :2).+ (22:1) и (8+ (6:2) +22): 1; 


о еееерый Зи ((42-2)-4): (9- 3) 
4. ‘выражениях часть скобок опущена в соответствии с пра- 
соглашением. Вспомни правило и запиши эти выражения без 
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_ Пример 2? _ 
°— 9.1. Поставь скобки в да Ра 
е р. данном выражении так, чтобы его значение было 


о: 0, 40, 100 


м, 


Ме: < 18+21:3-5.5. 
_ 9.9. Составь выражения 
2:2 › равные данному так, чтоб й 
$ ; ы количеств ы 
‘ствий увеличилось на одно, на два, на три: оное 


в: 
бат 03:7; 21-9; 54-4. 


9.3. В данное выражение вместо 
аи поставь такие числа, чт! 6 
‘равнялось 49, 93: ‚ чтобы оно 
КР 


Ши! @: 8 =.21:6, 


_ 2.4. Докажи; что значения данных выражений равны при любых зна- 
чениях аи в: 


а: (6+5) +4; а: 6+а:5+4; 
а: 5+: а+ 4. 


Ще 


$2. Способы решения уравнений 


+. и 


_ Изучение простейших уравнений и способов`их решений прочно 


вошло в систему начальной математической подготовки. Уравнения 
‘являются одним из средств моделирования изучаемых фрагментов 
‘реальности, и знакомство с ними является существенной частью ма- 

ского образования. В то же время, знакомство младших 


ыы с уравнениями подготавливает их к изучению математи- 


основной школе. _ 
Г е ке под уравнением принято понимать «аналитическую за- 


чи о разыскании значений аргументов, при которых веет. 
< функций равны. Аргументы, от которых эти функц 
а звестнымя `азначения неизвестных, при которых зна- 
оебиия ‚— корнями уравнения». Это значит, 
тическим выражени- 
‚ аво-вторых, — с понятием пере 
-епеленного множества. — ^ 





жестве натуральных чисел других значений переменных для данного вы. 
ражения, таких, чтобы оно имело смысл, не существует. 

Два выражения можно соединить знаком равенства. Например, а-7= 
= 7 - а. Если поставлена задача определить, при каких значениях данное 
Равенство справедливо, т.е. найти те значения а, при которых это равен- 
ство справедливо, то такое равенство называют уравнением. Соответст- 
вующие значения для переменной аназывают корнями уравнения. Нап ри- 

$ мер, рассматривая равенство а - 7 = 7 - а как уравнение, находим, что 
оно справедливо только при а = 7, так как 7 - 7 = 7 - 7. Следовательно, 
корнем этого уравнения (или его решением) является число 7, других 
решений данное уравнение не имеет, в чем легко убедиться, перебрав 
все возможные для 7 - азначения из множества натуральных чисел. 

В математике принято неизвестные, входящие в уравнения обо значать 
строчными буквами латинского алфавита: х, у, 2 или теми же буквами с 
индексами, когда неизвестных много. 

Пусть требуется найти решение уравнения х+ 12 507 = 206 734. Решить 
это уравнение — значит найти такое число, прибавляя к которому 12 507 
получим 206 734. Можно заметить, что искомое число приблизительно 
200 000. Но 200 000 + 12 507 =212 507, что больше, чем 906 734 примерно 
на 6 000. Поэтому проверим число 194 000, получим 194 000 + 12 507 = 
























= 206 507, что меньше, чем 206 734. Увеличим 194000 на 200. получим 
194 200 + 12 507 = 206 707. Но число 206 707 меньше 906 734 на 27. поэтому 
в качестве решения уравнения можно взять 194 227. Проверим: 194 257 + 
+ 12 507 = 206 734. 

Таким образом, корнем уравнения х + 12507 = 906 734 является число 
194 227, что записывается так: х = 194 997. 

Метод, с помощью которого найдено решение этого уравнения, при- 
нято называть методом подбора. Подчеркнем, что именно такой метод 
ясно показывает смысл понятий «уравнение», «корень уравнения». 

‚Ранее было отмечено, что уравнения являются средством моделирова- 
ния действительности с целью познания таких ее аспектов, которые не 
могут быть выявлены ни непосредственным наблюдением, ни умозритель- 
ными построениями. Это значит, что уравнения являются средством ре 
шения задач практического содержания. Приведем простейший пример- 
«У Пети было 5 марок, ему подарили еще несколько марок, после чего у 
него стало 12 марок. Требуется найти, сколько марок подарили Пете». 

В задаче описаны три количества марок: количество марок, котороеу Пети 
было (оно известно); количество марок, которое ему подарили (оно неизве- 

.стно); количество марок, которое у Пети стало (оно также известно). 
_ „Если неизвестное количество обозначим буквой х, то количество ма- 
_ рок, ‘которое стало у Пети, можно записать выражением 5 + х. Известно, 
а ичество равно 12. Следовательно, можно записать равенство 
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Для решения уравнения рассмотрим значения выражения 5 + хпри раз- 

о Ременной х. Прих= 0 5+0=5 „ 19; прих=1 5+1= 
ыы ва 

=6= 12; прих=2 5+2=7 „12 итд. Наконец, прих=7 5+7= 12. Если 
х положить равным, например, 8, 9, ...., То легко видеть, что, в силу моно- 
ов сложения, выражение 5 + хбудет всегда отлично от 12. Значит, 
х- 7 — корень уравнения 5 + х = 12, а ответом является утверждение: 
Пете подарили 7 марок. 

В начальной школе рассматриваются шесть видов простейших уравнений 


атх-в ах х-а=6; 
ах=Ь а:х=Ь х:а=ф, 


где строчные буквы начала латинского алфавита обозначают параметры, 
т.е. такие величины, которые определяются конкре твыми условиями за- 
дачи, а буквой х - переменная, о разыскании которой и идет речь. 
Даже в этих простейших случаях не любое уравнение имеет решение на 
множестве натуральных чисел. Например, 3 - х= 6, в чем легко убедиться 
способом подбора. Способ перебора различных значений переменной слу- 
жит доказательством того, что данное уравнение не имеет решений. Дока- 
зательство того, что уравнение не имеет решений, также является решени- 
ем. Не имеют решения и уравнения 95: х=б, х.7= П ити. А уравнение 
0. х=.0 таково, что любое натуральное число (и не только натуральное) яв- 
ляется его решением. Такие уравнения принято называть тождествами. 
Можно заметить, что решение уравнений методом подбора достаточ- 
но громоздко и требует некоторой изобретательности. В математике раз- 
работаны более рациональные способы решения. В основе этих спосо- 
бов лежит понятие равносильности уравнений. Два уравнения называ- 
ются равносильными, если их решения совпадают. Значит, процесс разы- 
скания решений уравнения можно свести к замене данного уравнения 
последовательностью равносильных ему так, чтобы прийти к уравнению, 


решение которого очевидно. 


‘зования и единственности сложения и умножения име- 
‚следую ие утверждения: $ 9 

т реа ‘равенства прибавить одно и то же число (умно- 

то же число, отличное от нуля), то роввистье останется 


на 
5 
{ком 


частное 








а: х= фравносильно (а х) : а=6: аи равносильно х=Ь: а; 

а: х= фравносильно (а: х) -х=ф: хи равносильно а= в. х; 

х: а= бравносильно (х: а) а=6: аи равносильно х= ф- а. 

{ Рассмотрим пример. Требуется решить уравнение х- 124 = 783. 
Прибавим к обеим частям уравнения 124, получим 


(х- 124) + 124 = 783 + 124; 
х= 783 + 124; 
х= 907. 


Сделаем проверку: 907 - 124 = 783. Значит, х = 907. 
Уравнение 396 — х= 119 решается так: 


(326 — х) +х= 112 +х 
326 = 112 + х, 
или 326 =х+ 112. 


‚ Вычтем из обеих частей уравнения 112, получим 


326 — 112 = (х+112) - 112, 
отсюда 3926 - 112 = х, 
Зуев 
‚Проверяем: 396 - 214 = 119. 
Аналогично можно решить уравнение 51 : х= 3. 


(51: ) х=Зх 
или 
51 =3Зх, 
отсюда 51 :3 = (х: 3) : $ или 
а, | : БТ: З=х х=1У. 
_ Проверяем: 51.:17 = 3. . 
Без изменений этот способ переносится и на более сложные уравне- 
ния. Например, уравнение Зиг . 
4» 1 : 2. х+7 = 23 решается так: 
МЕХ у окзаисочккт п О (2 х+ 7) -7=23-7; чз 


нитка онл очен 2 ‚ 2. х= 16, 








ожно также использо" 


обратные к сложе- 








= 17 можно ре- 
х, есть 


ВИВЕКЯ О бк кон! 
_ Проверяем: 255 : 15 = 17. 

Несмотря на то, что умение решать уравнения само по себе важно, 
значение уравнений выявляется только тогда, когда они применяются 
для решения задач практического содержания, т.е. выступают как метод 
моделирования конкретных фрагментов действительности. Приведем 
пример. 

У шофера две одинаковые канистры с бензином. Обе неполные. В од- 
ной не хватает 8 л, а в другой — 4 л. Чтобы освободить одну из канистр, 
шофер перелил весь бензин в одну канистру, но она осталась неполной. 
В ней не хватило 2 л. Какова вместимость каждой канистры? 

_ Предметом задачи являются объемы, измеренные в литрах. Этих ве- 
личин 7: 
—  ® объем каждой канистры (величина неизвестная); 
— * объем незаполненной части 1 канистры (величина известная); 
р ‘объем незаполненной части П канистры (величина известная); 
— — * объем заполненной части 1 канистры (величина неизвестная); 


в: бъем заполненной части П канистры (величина неизвестная); 

я С заполненной части одной из канистр (будем считать 1 канист- 
как в нее слили весь бензин (величина неизвестная); 
олненной части 1 канистры после переливания (величи- 


) после того, 
от 


ьем незап 


И 3 известны, а 4 неизвестны. Причем объем каждой кани- 


величина. Обозначим искомую величину х и построим 


о модель Я наглядно представляющую зависимос- 


70). а 
канист Тканистра 
р г: 5 , повле переливания .: 
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(рис. 


д.0 
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емов х-4и2, азначит, х-4=8-2 или х- 4 = 6. Решение этого уравне- 
ния есть искомая величина, следовательно, х= 10. 

Проверяем решение задачи. Имеем: в [ канистре было 10 л-8л=2л, 
во П канистре было 10 л-4л=бл, в Г после переливания стало 2 л + 
+бл=8л и, значит, не хватало 10 л- 8 л=Эл, те. в [ канистре после 
переливания не хватало 2 л, что соответствует условию. 

Ответ: каждая канистра имеет объем 10 л. 

Следующие примеры показывают, как может быть организована позна- 
вательная деятельность младших школьников, направленная на овладе- 
ние понятиями «уравнение», «решение уравнения» и методами решения 
простейших уравнений. 


Пример 1 
1.1. Сравни выражения: 
12 +0; 12+2; 12+5; 12+8; 12+20; 12+28; 12+ 100 
Найди значения каждого из этих выражений. 
Можно ли записать все эти выражения как 19 + х? 
Придумай еще выражения, которые так же можно записать. 
Каким числом заменили х в выражении 19 + х, если получили равенства: 
12+ х=12+5, 12 +х= 12 +34, 12 +х= 19 + 370? 
1.2. Верны ли равенства: 
72:8=6. 4; 
То. 415 
| ‚  72:3420=6-4+20; ° '79:3+х=6:4+х 

а и: 3+16-6.4+16;. 

| 1592582642; . 

7248 25=6..4. Бо 72:3.х=6-4-х 

^ — Баавао 6-е Поз |. 
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иди значения данн Я 
| 1 а ых выражений при указанных значениях х. 




















т 1 

2.3. Ничего не вычисляя, найди равные выражения и запиши равенства: 

69612 = -3+12; (102-90) ::2 =12:2 | 
— (12 +15) -8= (86-9) -3; 12-7-3-= (99 - 15) -8. 

9.4. Найди значения выражения 28 - хпри х= 0, х= 15, х=16;х=181 
При каком значении х выражение 28 = х= 12? 

э.5. Найди значения выражения х + 17 при х=5, х= Пу МЮ: «=. 
— При каком значении х выражение х* 17 = 24? 
9.6. Найди значения выражения 36 : х при х= 2, х=б, х= 3 ю=1: 
При каком значении х выражение 36: х= 4? 

_ 2.7. Найди значения выражения 12: хприх=2, х=3, х=5, х= 10. 
к: каком значении“х выражение 12 * х= форунил а ; 
айди значения выражения х- 8 при х= 10, х= 15, х= 30, х= 18. 
и хвыражение х-8= ЧР | 
ия выражения х: 5 при х= 0; х-5, х=15, х-10, 


хвыражение х: 5 = оброзачвяв. 272 Зе 

„в н пой ит з . й ных 90 

ее се я ак < ы - 
ра Об лег м | 
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ты: 12) 72 +х- 72; 7+ (х- 7); р 
ТО: За 53). | 
3.4. Найди значение х, при котором справедливы следующие равенства: 
х+2-2=5-9.: х:5:5=30:5; х-3+8=15-3; 
х+7-7= 19 — 7; х:8:8= 64:8; х- 129 +12=256 - 12. 
3.5. Найди значения выражений: 
й 12-х+х 15:х-х 34+х-х 47-х: х 
27-х+х 108: х:х 28+х-х; Е 
3.6. К обейм частям данных равенств прибавь такое число, чтобы по- 
лучить выражение, равное х: 
х-5=7 - х-12=3; х-21=5; х-4= 16. 
- 3.7. Из обеих частей данных: равенств вычти такое число, чтобы полу- 
чить выражение, равное х: 
х+4=8; х+ 17 =20; х+9= 18; х+ 15 =30. 
3.8. Обе части данных равенств умножь на такое число, чтобы полу- 
чить выражение, равное д: 





х:2=8; х:5Б=3;: х: 10=4; х: 21 =3. 
3.9. Обе части данных равенств раздели на такое число, чтобы полу- 
чить выражение, равное х: 
х.5=30; х .б= 12; ЕТ = 91; х: 12 =36. 
3.10. Запиши еще два верных равенства, если данные равенства спра- 
ведливы: 
12 + 24 = 36; 78 + 102 = 180; 84+220= 304; а+6=с 
й ДА м 20; вх-ыб о: х+8=29; 27+х= 32. 
\ 3.11. Запиши еще два верных равенства, если данные равенства спра- 
и 17-4=13; 38 — 1 =28; 74-95 = 49; а-6=с 
ВЕК 0.90. х=б:, х-7= 14; х—5:= 83; 97 -х=.50. 





3.12. Запиши еще два верных равенства, если данные равенства спра- 

ВЕДЛИВЫ Ц х „1, а 0: к 

_7.8=56; 12.4=48; 16-2= 32; 42 - 12 = 504; 
Оби х- 20; фи м--7=42 Ва х*12=48;, 17-х=51. 

: Запиши еще два верных равенства, если данные равенства спра: 
Я „ 4 у 


го 56:7 =8; 














$3. Принципы построения системы 
школьников элементам геометрии ай 


емы из 
‚ Пробл учения элементов геометрии младшими школьниками 
являются в настоящее время объекто 


м пристального внимания как в на- 
‚ стране, т 

шей и ть за рубежом. Например, на 6-м Международном кон- 

ическому образованию (1988) отмечалось, что матема- 


тическое образование «будущего» должно начинаться с изучения элемен- 
тов геометрии и предшествовать знакомству с арифметикой. 

’ Это обусловлено целым рядом причин: Отметим важнейшие из них. С 
точки зрения психологов школы А.В.Запорожца! формы осознания ре- 
бенком действительности начинаются с активного взаимодействия с ок- 
ружающим миром, в первую очередь с ориентировочных действий и дви- 
жений относительно окружающих его предметов, т.е. с освоения доступ- 
ного для восприятия пространства. Причем первоначально выделяются 

предметы, которые характеризуются физической‘определенностью, пер- 

цептуальной наглядностью и выделимостью из среды, а главное, как 

считал Ж.Пиаже, стабильностью, т.е. тождественностью самому себе во 

времени и пространстве. 

’Натакой основе формируются первые представления о пространстве 
как о чем-то расстилающемся перед человеком во все стороны среды, в 
которой можно перемещаться и перемещать доступные предметы. По- 
степенно эти представления наполняются все более сложным содержа- 
нием. Это значит, что первоначальную интеллектуальную деятельность 


° ребенка можно рассматривать как геометрическое познание. Именно с 
ой деятельности он и приходит в школу, 


так как обучение начинается 
‚ требующей совершенно иных познавательных стратегий. 
4 правило, вклю- 
й стороны, те элементы теометрии, которые, как рав 














































































































на в геометризованном виде. Собственно геометрическое знание мысли- 
лось при этом как знание о том реальном пространстве, которое окружа- 
ет человека. Современная наука различает пространство как среду оби- 
тания от пространств концептуальных: физических, геометрических, 
ментальных и пр. 

В школьном курсе геометрии изучается евклидово геометрическое 
пространство, однородное во всех своих «местах», причем заполняющие 
его объекты, вообще говоря, изначально не даны, но «конструируются» 
из тех однородных элементов, которые его составляют. Евклидова гео- 
метрия изучает, главным образом, свойства геометрических фигур, ко- 
торые остаются неизменными при любых «перемещениях» (движениях) 
этих фигур. Если треугольник как угодно перемещать в евклидовом про- 
странстве, то неизменными останутся длины его сторон, величины уг- 
лов, величина его площади и т.д. Но движение в геомет рическом прост- 
ранстве не есть перемещение 1: физическом смысле, а является матема- 
тическим преобразованием, т.е. вполне определенным соответствием 
между точками такого пространства. 

‚ Дальнейшее развитие геометрии показало, что геометрические фи- 
гуры обладают и другими свойствами, существенно отличающимися от 
метрических и характеризующимися своеобразной замкнутостью и ус- 
тойчивостью Эти свойства оказались связанными не с измерениями, а 
с качественным характером взаимного расположения и изменения фор- 

мы фигур. Например, было замечено, что при перспективных изобра- 
жениях не сохраняются ни размеры, ни форма изображаемых предме- 
тов, но тем не менее перспективные изображения несут определенную 


информацию о них. Свойства геометрических фигур, которые сохра- 









няются при любых центральных проектированиях, получили название 
‘проективных. Наглядно они проявляются, например, при изменении 









да: «ета, если его’рассматривать сразных точек зрения и с раз- 






> 
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был. Поэтому свойство окружнос 
: ти — делит 
топологическое. делить плоскость на две части — 


_ Если интересоваться, например, только проективными свойствами 

геометрических фигур, отвлекаясь от всех иных их свойств 

мыслить пространство, в котором все геометрические фи бад 

только этими свойствами и никакими другими. Такое про ыы а 

ственно назвать яроективным. Аналогич и ремавиь 
чно можно товорить об аффин- 

ном, топологическом или метрическом пространстве. 

В 1872 г. Ф.Клейн', суммируя результаты развития проективной, аф- 
финной и других геометрий, сформулировал общий принцип их постро- 
ения: можно рассматривать любые преобразования и исследовать те свой- 
ства фигур, которые остаются неизменными при данных преобразова- 
ниях. Причем преобразованием геометрического пространства называ- 
ется такое взаимно-однозначное соответствие между точками простран- 
ства, при котором у каждой точки в точности имеется один образ и у 
каждой точки в точности имеется один прообраз. Иными словами, у каж- 
дой точки есть единственная, ей соответствующая, и у каждой точки есть 
единственная такая, которой эта точка поставлена в соответствие. 

. Но элементы множеств, рассматриваемых В геометрии, находятся в 
определенных отношениях. Это заставляет рассматривать такие преобра- 
зования, которые не нарушают выделенных отношений. Например, одним 
из таких отношений является расстояние между любыми двумя точками. 
Преобразования, которые сохраняют расстояния между любыми точка- 
ми, называются движениями. При этом равными называются фигуры, ко- 
торые некоторым движением можно «перевести» одну в другую. 

_ Если вместо движений выбрать какую-нибудь другую совокупность пре- 
образований и объявить «равными» фигуры, получающиеся одна из дру- 

гой с помощью преобразований этой совокупности, то можно изучать и 

‘свойства фигур, которые не меняются при любых преобразованиях а 
: и. Ясно, что введенное таким образом равенство должно быть 


1 ивным, ым. Отсюда следует, что не 
‘рефлекс симметричным и транзитивн 
я > ваний может быть взята за основу изуче- 


к любая ‘совокупность еобразо 
я | роооди На рассматриваемую чоонуиветь преобра- 
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ловиям, называют группой. В связи с этим принцип Клейна уточняется 
. 
следующим образом: 2 

можно рассматривать любую группу преобразований прост ранства и 
исследовать те свойства фигур, которые сохраняются при преобразова- 
ниях этой группы. 

Именно так он был сформулирован самим Клейном и стал известен в 
истории математики под названием Эрлангенской программы. 

Таким образом, разные группы преобразований как бы «расслаива- 
ют» пространство, выделяя те или иные свойства геометрических фи- 


гур: Причем наиболее устойчивыми оказываются топологические свой- 
ства, они сохраняются и при проективных, и при аффинных, и при ме- 
трических преобразованиях, а наименее устойчивыми — метрические 
свойства. 

| С точки зрения обучения геометрии младших школьников чрезвычай- 

| но важным является факт, отмечаемый психологами и состоящий в том, 
что дети сначала выделяют именно топологические свойства, затем — 
проективные и только потом — метрические. Значит, обучение, соответ- 
ствующее естественному ходу развития геометрических представлений 
ребенка, также должно начинаться с уточнения представлений о тополо- 


гических свойствах и взаимном расположении тел в пространстве. 
Геометрические пространства обладают еще одной важнейшей характе- 
ристикой — размерностью. Так, евклидово геометрическое пространство, 
| изучаемое в школе, имеет три измерения, а каждая фигура в этом прост- 
| ранстве не может иметь более трех измерений, но может иметь меньшее 
число измерений, т.е. 2, 1, 0. Например, точка имеет 0 измерений, линия — 
| 1 измерение, поверхность — 2, а тело — 3 измерения. В связи с этим отме- 
тим, что еще Н.И.Лобачевский указывал на методическую целесообраз- 
ность построения системы обучения геометрии на принципе фузиониз- 
ма, т.е. на одновременном и взаимосвязанном изучении как трехмерных, 
таки фигур меньшей размерности, в отличие от традиционно сложившей- 
ся системы обучения, при которой изучению стереометрии предшествует 
изучение планиметрии. При обучении младших школьников этот прин- 
цип позволяет в максимальной степени использовать их дошкольный опыт. 
Теометрия имеет своим предметом пространственные формы в «чис- 
‚том виде», ее методы только умозрительны. Но при первоначальном 
знакомстве с геометрией неизбежна опора на наглядные представления. 
«Наглядное понимание играет первенствующую роль в геометрии. Ру- 
` =. ководствуясь ‚непосредственным созерцанием, можно уяснить многие 
_ геометрические факты, а также увидеть богатство содержащихся в ней 
Е методов. исследования»'. При изучении геометрии младшими 
и недостаточно опираться только на непосредственное со- 
Чаглядное обучение геометрии в начальной школе должно 
ащи возможность оперировать предметными моделя- 
три! ких фигур, выявлять. геометрические факты 
ческого эксперимента. Любое новое знание должно быть 
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на ааа активных действий самого ребенка, а не ограни- 

кой основе ео матья за действиями других. Организованная на та- 
авательная деятельность позволяет ему думать «руками 


и глазами», практически п у у 
реоб азуя предмет изучения В 
р ред соответствии 


‚ На всех э 
тапах изучения геометрии в школе учащиеся имеют дело с 


ем грмстричесис фигур, реализованными на пло- 
жения геометрических фи дует, что предъявляемые ученику изобра- 

гур должны наилучшим образом отвечать за- 
даче формирования пространственных представлений, что предполага- 
ет необходимость обучения умению «читать» графическую информацию 
и умению изображать геометрический объект, заданный другими спосо- 
бами, например, вербальным описанием или предметной моделью, изго- 
товленной из тех или иных вещественных материалов. 

Таким образом, обучение младших школьников ‘элементам геометрии 
должно: 

* соответствовать естественному ходу развития их геометрических 
представлений; 

* рассматривать геометрию как органическую часть математики и, сле- 
довательно, как необходимую составляющую начального математическо- 
го образования; 

» соответствовать историческому ходу становления математической 
науки; 

_ ® выделять геометрические фигуры в направлении сверху вниз, от трех- 
мерных к двумерным и одномерным; 

_ * выявлять геометрические факты в процессе практической работы с 
моделями геометрических фигур, что предполагает обязательным вклю- 
чать в процесс познания не только зрительные и слуховые, но и кине- 

ич р { оры; 

— Е, И оперировать графической информацией; 

"ве готавливать учащихся к ин систематического курса геоме- 
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